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HEFT 2 


Der A«-Effekt. 


Von REINHARD SCHULZE. 


Mit 2 Textabbildungen. 


r Aus dem metallurgisch-ferromagnetischen Ge- 
siet kennen wir zwei interessante Erscheinungen mit 
um Teil erheblicher Bedeutung für die Praxis [1]. Das 
it einmal der AE-Effekt, bei dem eine elastische 
Spannung o neben einer rein elastischen Dehnung eine 
magnetostriktiv bedingte Dehnung verursacht, wo- 
durch der Elastizitätsmodul E für geringe elastische 
Spannungen kleiner erscheint als im Gebiet der ma- 
snetostriktiven Sättigung. 

. Als zweite Erscheinung ist der Invareffekt zu 
nennen, der den kleinen Wärmeausdehnungskoeffi- 
zienten von 1,2: 10-8/°C bei einer Eisennickellegie- 
rung mit 36% Ni erklärt. Eine Temperaturerhöhung 
bewirkt hier außer der rein thermischen Ausdehnung 
eine Schwächung der einzelnen Magnetisierungsvek- 
toren ; infolge stark positiver Volummagnetostriktion 
zieht.sich das Material dabei — der thermischen Aus- 
dehnung entgegenwirkend — zusammen. 

Die im folgenden beschriebenen Untersuchungen 
lassen erkennen, daß beiden Erscheinungen ein mit 
‚denselben Vorstellungen erklärbares drittes Phänomen 
‚zur Seite zu stellen ist. 


‚2. Mit zunehmender Verfeinerung der Meßmetho- 
den wachsen die Forderungen nach Federmaterial mit 
jextrem konstanten Eigenschaften. Als Werkstoff mit 
| sehr geringem thermoelastischem Koeffizienten emp- 
'fiehlt sich neben Elinvar und Ni-Span C das in den 
USA stark verbreitete Iso-Elastiec. 

‚ Iso-Elastie ist ein Spezialstahl mit 36% Ni, 7—8% 
Cr, 0,5% Mo und Spuren von anderen Elementen; in 
‚amerikanischen Veröffentlichungen [2] wird beson- 
ders der hohe Grad von Kaltbearbeitung — Dehnen 
‚und Walzen sowie ‚anderen Spezialprozessen‘‘ — her- 
‚ vorgehoben. An einer Feder aus diesem Material wur- 
den mit feinsten Meßmethoden eingehende Unter- 
‚suchungen durchgeführt. Die Feder hatte in unbe- 
 lastetem Zustand w= 11,2 Wirdungen mit einem 
N ' Radius von r—=10,7mm und einem rechteckigen 
‘ Querschnitt mit b=3mm und k=0,5mm; sie 
wurde mit Drehmomenten M bis +500 cm p be- 
Iastet. Der sich einstellende Torsionswinkel p wird 
‚ angegeben mit 
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b 


Ä ; 9-7 (1) 
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(mit J=27: rw); durch Differentiation ergibt sich 
daraus bei konstantem Drehmoment als temperatur- 
bedingte Torsionswinkeländerung 


dp _ 
Fr 


"wobei & den Wärmeausdehnungskoeffizienten und 
1dE 


34—n)'9, (2) 


den thermoelastischen Koeffizienten be- 


(Eingegangen am 28. Juni 1954.) 


Die Feder wurde einmal zutordierend (M und 
positiv), das Seren auftordierend (M und p nega- 


tiv) belastet. Für 5 _— 7; ergab sich dabei eine bemer- 


kenswerte nme die sich zunächst nicht er- 
klären ließ. Es zeigte sich weiterhin, daß sich auch 
in völlig unbelastetem Zustand (M —=0, p=0) die 
Feder bei Erwärmung von 25 auf 35°C um einen 
Winkel von 4,86: 10-°/°C aufdreht, was nach- (2) 
ausgeschlossen erscheint. 


3. Unter den Versuchen zur Deutung dieses Ergeb- 
nisses wurde die Möglichkeit erwogen, daß der ther- 
mische Ausdehnungskoeffizient in Längsrichtung des 
Federbandes kleiner ist als in Querrichtung, also 


% —-h=Aa>0. 


Die Frage ist, ob unsere Aussage physikalisch sinnvoll 
und im vorliegenden Fall möglich ist. 

Eine Richtungsabhängigkeit infolge kristalliner 
Ausrichtung scheint auszuscheiden, da bei den frag- 
lichen Eisennickellegierungen austenitische, d.h. 
flächenzentriert kubische Struktur vorliegt [2]. Eine 
andere Möglichkeit ist das Vorhandensein von magne- 
tischen Vorzugsrichtungen durch Dehnen und Walzen 
des Materials. In einem derartigen Fall würde, ähn- 
lich wie beim Invareffekt, mit der Erwärmung eine 
Entmagnetisierung verbunden sein; durch magneto- 
striktive Wirkung resultiert daraus eine richtungs- 
abhängige Längenänderung, die sich der rein thermi- 
schen überlagert. 

Tatsächlich sind derartige magnetische Vorzugs- 
richtungen in gewalzten Nickeleisenblechen beob- 
achtet worden [1]. (Innere Spannungen können aller- 
dings nicht dafür verantwortlich gemacht werden, da 
diese sich über den gesamten Querschnitt aufheben 
müssen ; anderenfalls wäre kein Gleichgewichtszustand 
möglich. „Man muß vielmehr‘ — wörtlich zitiert 
aus [1] — „annehmen, daß durch das Fließen der 
Kristallite beim Walzen eine Abweichung in der An- 
ordnung der Ni- und Fe-Atome von der statistischen 
Verteilung hervorgerufen wird. Die Folge ist, daß 
nachher der Kristall im spannungsfreien Zustand 
nicht mehr genau kubisch, sondern ein wenig tetra- 
gonal verzerrt ist, genauso wie es eine Zugspannung 
parallel zur Vorzugsrichtung bewirken würde.‘“) 

Somit erscheint die Möglichkeit, daß in unserem 
Fall &, + &,, nicht nur sinnvoll und wahrscheinlich, 
sondern nahezu zwingend. Die Gleichungen (1) und 
(2) sind aber dann offensichtlich unvollständig; in (2) 


ist ein Zusatzglied nötig, damit = für 9=0 nicht 
verschwindet. Eine einfache Überlegung liefert 


dp ( 


m 4 — np —-(2rw+g): Aa 
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Bei T= 30°C und M=0 erhält man in unserem 


Fall 
2% =.0,69 107207 


Eine experimentelle Bestätigung von anderer Seite 
ist in einer amerikanischen Veröffentlichung über 
Glas-Metall-Einschmelzungen aus dem Jahre 1934 zu 
finden [3]. Dort ist der Ausdehnungskoeffizient von 
Dumet (Nickeleisenlegierung mit 42% Ni + Kupfer- 
mantel) angegeben 

in axialer Richtung mit 6,5: 10-%/°C, 

in radialer Richtung mit 9,2: 10-*/° C 


7; 


SS 


dee in DI —— 
(fürM=0) 
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Temperatur — 
Abb. 1. Die Temperaturabhängigkeit von 4x bei Drehmoment M =. 


(Mittelwerte aus Messungen an 4 verschiedenen Pro- 
ben). Für den großen Unterschied wurde in der ameri- 
kanischen Arbeit keine Deutung versucht. Die Be- 
rücksichtigung der Ausdehnung des Kupfermantels 
würde nur eine Differenz von 0,2: 10-%/° C erklären, 


- 7 = 
300 250 20 WI 


0 
Drehmoment M—— 


Abb. 2. Einfluß der elastischen Beanspruchung auf Aa bei 7T= 30°C. 


4. Interessant ist die Frage nach der Temperatur- 
und der Belastungsabhängigkeit von Aa. 

Der Temperatureinfluß, der nur in einem sehr 
kleinen Bereich beobachtet wurde, erwies sich — ent- 
sprechend dem niedrigen Ouriepunkt der Legierung — 
als sehr groß. Abb. 1 zeigt das Absinken von Aa mit 
steigender Temperatur. 

Die Abhängigkeit von der elastischen Beanspru- 
chung, also vom belastenden Drehmoment, veran- 
schaulicht Abb. 2. Mit wachsendem M wird das Ma- 
terial in steigendem Maße auf Zug beansprucht; die 
Magnetisierungsvektoren der Einzelbezirke sind in 
immer größerer Zahl in Federlängsriehtung umge- 
klappt, können also bei Temperaturanstieg auch in 
größerer Zahl aus ihrer geordneten Lage gebracht 
werden: /x wächst. (Dem Kurvenverlauf von Abb. 2 
darf keine allzu große Genauigkeit zugeschrieben 
werden, da über die Belastungsabhängigkeit von n, die 
bei der Auswertung mit eingeht, nur Annahmen mög- 
lich waren.) 


5. Die Theorie des Ax-Effektes läßt sich analog der 
des Invareffektes [1] aufstellen. Die Länge des ma- 
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gnetostriktiv arbeitenden Materials hängt von de 
Temperatur und der Magnetisierung m ab: 


—1(T,m). (3 


Statt m soll im folgenden die Spannung o eingeset 
werden, die die gleiche magnetische Ausrichtung her-f 
vorrufen würde. Dabei setzt sich o zusammen aus de 
äußeren und einer inneren, eingeprägten Spannung 
wobei diese der magnetischen Ausrichtung in unbe- 
lastetem Zustand entspricht. Aus (3) wird dann 
i=1(T,o). Daraus folgt als Temperatureinfluß bei 
konstanter magnetischer Ordnung 


I) _(A\ (A) (de 
Ra AIR 
Entsprechendes gilt für A. Wegen 
1 /ıdl 1 /oh 1 /oh 1/0 
a en a 
rer). le, Te), 
erhält man 

Au Te 

Te), * &),\(er), 
Über die einzelnen Größen läßt sich folgendes aus- 
sagen: 


und 


(4) 


&) ist bei positiver Magnetostriktion positiv; 
T eine positive (Zug-)Spannung o vergrößert 1. 


ist negativ, denn Längsausrichtung führt zu 


(s) 
R (& 7 Höhenverkürzung. 
(7) ist belastungsabhängig; bei Zug positiv, bei 
” Druck negativ: Steigende Temperatur will die 
magnetische Ordnung zerstören; soll diese — wie der 
Index fordert — konstant bleiben, so muß der Absolut- 
betrag der Spannung vergrößert werden. 

Aus dieser Betrachtung ergibt sich somit bei vor- 
handener innerer Spannung ein von Null verschie- 
denes Aa bei verschwindender äußerer Belastung; der 
Anstieg mit der Belastung wird ebenfalls durch (4) 
erklärt. 

Zusammenfassung. 


Untersuchungen an Federn aus Iso-Elastie er- 
gaben, daß der wirksame Wärmeausdehnungskoeffi- 
zient in Längsrichtung des gewalzten Materials kleiner 
ist als der in Querrichtung. Die Erklärung dieser Er- 
scheinung, Aa-Effekt genannt, beruht auf dem Vor- 
handensein einer magnetischen Vorzugsrichtung, her- 
vorgerufen durch starkes Dehnen und Walzen; Er- 
wärmung bewirkt Entmagnetisierung, wodurch bei 
magnetostriktiv arbeitendem Material Längenände- 
rungen auftreten, die sich den rein thermischen Aus- 
dehnungen überlagern. Daß ein derartiger Effekt bei 
jedem ferromagnetischen Material mit von Null ver- 
schiedener Magnetostriktion und mit eingeprägter 
magnetischer Vorzugsrichtung auftritt, kann nach 
den angedeuteten theoretischen Erwägungen als sicher 
gelten. 


Literatur. [1] BECKER, R. und W. Dörına: Ferromagne- 
tismus. Springer 1939. — [2] The propertie and application 
of Wilco-Ni-Span C constant modulus alloy, Wilco-Eng. Date- 
Bulletin, März 1946. — [3] Hvır, A. W. und E. E. BURGER: 
Glass-to-metal seals, Physics 1934, S. 396. 
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Zur Erzeugung von in größsren Bereichen prak- 
tisch homogenen magnetischen Feldern, deren Stärke 
sich leicht meßbar verändern läßt, benutzt man seit 
langem das sog. HELMHoLTzfeld, das aus zwei gleichen, 

‘vom selben Strom durchflossenen Kreisspulen erzeugt 

' wird, die auf gleicher Achse im Abstand ihres Radius R 

‚einander gegenüberstehen. Das axiale Feld im Mit- 

‘telpunkt dieser Anordnung beträgt 

j O,AnJn 

| vu A) 

‘wobei J der Spulenstrom und rn die Windungszahl der 
‚Einzelspule ist. Zur Verbesserung der Homogenität 
kann man mehrere solcher Doppelkreise übereinander 

‚anordnen in der Weise, daß zwischen den Radien der 

‚einzelnen HELMHOLTZpaare gewisse Beziehungen be- 

‚stehen, oder man kann zwei konisch gewickelte Spulen 
bei denen die Tangente des Winkels zwischen Mantel- 

‚linie und Achse gleich 2 ist, mit den engeren Enden 
gegeneinander richten, so daß sie sich im Abstand des 
"Radius der innersten Wicklung befinden. Als Krite- 

‚zium der Homogenität des Zentralfeldes wird das Ver- 
schwinden der Ableitungen des Achsialfeldes in 
‚Achsenrichtung im Mittelpunkt der Anordnung bis zu 
möglichst hoher Ordnung betrachtet. So verschwin- 

den beim einfachen HELMHOLTZpaar die Ableitungen 

bis zur 3. Ordnung, bei den komplizierter gebauten 

Anordnungen je nach Grad der Kompliziertheit noch 

‚ höhere Ordnungen. 

- Benötigt man Meßfelder, die nicht mehr als stark 

gegen das Erdfeld oder sonstige Störfelder zu be- 

- trachten sind, so muß man diese durch besondere Maß- 

"nahmen in der Gegend des Meßfeldes unwirksam 
machen. Als solche können zusätzliche HELMHOLTZ- 

 felder, die entgegengesetzt der Richtung der Störfelder 

orientiert sind und diese kompensieren, oder Ab- 

- schirmungen genannt werden. Erstere Methode ist 

umständlich zu handhaben, besonders wenn sich das 

- Störfeld bezüglich Richtung und Größe häufig ändert, 

‚also das Kompensationsfeld ständig nachjustiert wer- 

- den muß, was vorwiegend bei empfindlichen Messungen 

zu Fehlern Anlaß geben kann. Diesen Umstand um- 

geht man durch Verwendung hochpermeabler Ab- 

'schirmungen, mit denen man jedoch aus Gründen 

‚ der Materialersparnis nicht in notwendigerweise hin- 

‚ reichend großem Abstand das Meßfeld umhüllen kann. 

- Bringt man die Abschirmung zu dicht an das Meßfeld 

heran, so verstärkt man dieses einerseits in unkon- 

_'trollierbarer Weise, d.h. man kennt nicht mehr den 

- genauen Zusammenhang zwischen Feld und erzeugen- 
_ dem Strom, weil ja ein Teil der Feldlinien statt in Luft 
im hochpermeablen Schirm verläuft, das Luftfeld 
also stärker zur Geltung kommt, andererseits besteht 

_ die Gefahr, das Meßfeld bei ungeschickter Wahl der 
Abschirmung zu verzerren. 

- Im folgenden soll gezeigt werden, wie eine einfache 

' Spulenanordnung mit Abschirmung zweckmäßig zu 

Ü dimensionieren ist, so daß der Schirm gerade die Ho- 
mogenität des Feldes verbessert, und welcher Zusam- 

enhang zwischen dem Axsialfeld im Mittelpunkt 


Ha = 0,716 E 
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Ein abgeschirmtes homogenes Magnetfeld. 
' Von Ernst- GÜNTHER ScHtosser, Frankfurt/M. 
Mit 5 Textabbildungen. 

( Eingegangen am 3. Juli 1954.) 


der Anordnung und dem erzeugenden Strom in diesem 
Falle besteht. 

Die Anordnung besteht aus einem Kreisspulen- 
paar, ähnlich der HrLmHotTzschen Anordnung (Abb.1). 
Der Radius der Spulen sei R, 
ihr Abstand a. Sie tragen je n 
Windungen,werden von Strom.J 
gleichsinnig durchflossen und 


PISZSSESPIS 


befinden sich symmetrisch in Akt 
einem zylindrischen, beiderseits ; 
durch Deckel abgeschlossenen nr 


Abschirmbecher, dessen lichter 
Radius auf 1] normiert än- 
genommen wird, dessen innere ") 
Länge bist. Um die mathema- 
tische Behandlung des Problems 
zuermöglichen, wird der Wickel- 
querschnitt der Spulen vernachlässigbar klein gegen 
die sonstigen Dimensionen und die Permeabilität der 
Abschirmung praktisch unendlich angenommen, wor- 
aus folgt, daß die Wandstärke derselben nicht in die 
Rechnung eingeht. 

Der Lösung des Problems ist ein Zylinderkoordi- 
natensystem (r,2) am besten angepaßt, das man mit 
seiner 2-Richtung in die Spulenachsenrichtung legt. 
Wegen der Rotationssymmetrie tritt keine Winkel- 
abhängigkeit auf. Die mathematische Lösung erfolgt 
in einzelnen Schritten. Es wird zunächst das Feld 
einer Einzelspule vom Radius R in einem unendlich 
langen Abschirmrohr (Radius =1, u—= ») bestimmt 
(Abb. 2). Sie befinde sich bei 2—0. 


Abb.1. Anordnung des 
Spulenpaares in der Ab- 
schirmdose (schematisch). 


Abb. 2. Einzelspule im Abschirmrohr (schematisch). 


Das Magnetfeld (7,, H,) bestimmt sich aus dem 
magnetischen skalaren Potential 9.,,, für das die 
Lartacesche Gleichung gilt?: 


op , 0 1 op F 
ET Pour (2) 
Beet | 

; (3) 
H=—%# 

r 

(2) wird gelöst durch den Produktansatz: 
p—Ze' Po. (4) 


Einsetzen von (4) in (2) liefert mit einer noch freien 


1 8.2. B.: OLLENDORFF, Berechnung magnetischer Felder, 
Bad. I, Springer-Verlag, Wien (1952) S. 98. 
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positiven Separationskonstanten A: 


BZ. 
GG %Z=0 | n 
@P 1dP  „ 

dr? Tr rt PN; | 


Mit der Forderung nach Regularität von Pinr=0 
und Verschwinden von Z in z= + oo kommen als 
Partikulärlösungen in Frage: 

Z — x 12 g = 0 | 

p dl 0(Ar)* | 

Nun besteht wegen der gemachten Voraussetzungen 
die Bedingung: 

A 0er 2 beliebig, (7) 

(das Magnetfeld steht auf dem Schirm senkrecht), 


woraus nach (3) und (6) eine Bestimmungsgleichung 
für } folgt, die eine diskrete Folge von Lösungen A; hat: 


Jo (A) = 0. (8) 


(6) 


Pl 


Mit (4), (6) und (8) und noch unbekannten Koeffi- . 


zienten M,. läßt sich nun die Lösung in Form einer 
Summe ansetzen: 


— 93 M,. er "7? Joan) 2 = 0. (9) 
k—1l j 
Die Kenntnis des Potentials in 2 = 0: 


1 
ee Te <URR 


= +0 (10) 
a) hr 
wobei D die Durchflutung der Spule ist: 
D=04nJn, (11) 


und die Theorie der Entwicklung von Funktionen 
nach Bzsseuschen Reihen liefert die Koeffizienten M;.: 


R 
2 D 
0 
M DRSRe> 2 
«= (+) DARITEeN Jiü,R) : (12) 
Hieraus folgt mit (3), (8) und (9): 
H,e=0,39 = DR 2 an erh 2<0 (13) 
} 
| ei St. 2 
Zn 
[7A 


Abb. 3. Spulenpaar im Abschirmrohr (schematisch). 

Nun wird statt der Einzelspule in das Abschirm- 
rohr nach Abb. 2 ein Spulenpaar nach Abb. 1 gesetzt 
(Abb. 3). Mit (13) erhält man für diesen Fall nach dem 
Superpositionsprinzip das Feld in der Achse innerhalb 
des Intervalls — a/2 <z<-+aj2: 


H, r=0,2) 7 DR » el 5; (+3) En or al. 


Beim nächsten und letzten Schritt werden in die so- 
eben behandelte Anordnung nach Abb. 3 bei + b/2 
die Deckelplatten eingesetzt. Die neuhinzutretende‘ 
Randbedingung: | 


H,==02 für, 2er ‚ r beliebig, (15) 
(das Magnetfeld stehtaufden Deckelplatten senkrecht), 
erfüllt man nach dem Spiegelungsprinzip. Hierzu hat 
man lediglich die nach Abb. 3 gefundene Lösung (14) 
unter Berücksichtigung von (13) an den Stellen + 5/2 


unendlich oft mod 5 zu spiegeln (Abb. 4). 


| 
| | | zZ 
Euren 
I 1 | 
| 1 | | | | I i 
ei EZ er er 12 b+4 iz 268) 
| | 
_sb _3b D 5 3b Er} 
2 2 2 2 2 


Abb. 4. Anordnung von Spulenpaaren im Abschirmrohr, die der nach Fig 1. 
äquivalent ist (schematisch). 


Hierdurch ergibt sich im Intervall — 5 2 < +5 
das Achsialfeld: 


Hrn = DR > te , let) re) 


R. ie + (.-2+5) 
= m (e+5+5) " + (2-2-5) 


a a 
. ulet20+5) 12 En (.-22-5) 
, 6) 
Aufsummierung liefert: 
2% 
ln u -70-.a) 
J, k e? e 
ea 2, 13 an) FE 
e2 6 2 
x [e%«? +e=-%2]. (17 
Das Feld im Zentrum der Anordnung ist: 
Hy= H:er=0, z2=(0) 
=20R 5) an | (18) 
—, Si) rn | 


Die weitere Aufgabe besteht nun darin, die Dimen- 
sionierung der Größen a, b und R so zu treffen, daß 
man die Ableitungen nach 2 von H, in (r = 0, 2—0) 
bis zu möglichst hoher Ordnung zum Verschwinden 
bringt; man hat dann ein besthomogenes Feld Ag. 
Auf Grund der Tatsache, daß die ungeradzahligen Ab- 
leitungen aus Symmetriegründen identisch O0 sind, und 
daß drei Größen für das Optimum gesucht sind, wird 
man das Verschwinden dreier Ableitungen, nämlich. 
der 2., 4. und 6., vorschreiben können. Dies sind drei 
Gleichungen, u denen sich a, b und R berechnen 
lassen. Die erste nicht mehr verschwindende -Ablei- 
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02 m 
Hre=0,:=0) N Ham Bwemz=el)2,... (19) 
Damit ergeben sich die optimalen Größen a, bund R 


# als Lösungen des Gleichungstripels: 


A 
© „JG, BR Cos zb —a) 
Di er 
—— * Sin z? 


2 
f J ,R) Cos y (b — a) 


Bes, 


k 73 20 
a et 
2 
} 
0 Sray Zutın I 2 0° 
—— ge 
Dal, A, 
k=1 1) Sin.’ b 


Die Lösung, die im Probierverfahren gefunden wurde 
‚ und derzufolge Verwendung der asymptotischen Nähe- 
rungen der Besseufunktionen und Hyperbelfunk- 

tionen bei großem Argument und wegen des Ab- 
' brechens der Summationen nach Erreichen einer ge- 
' wissen Kleinheit der Restglieder eine Rechenungenauig- 
keit von etwa 1%, anhaftet, steht in Übereinstimmung 
mit den an einer Modellanordnung mit 3% Meßfehler 
‚ aufgenommenen optimalen Daten und lautet: 


a = 0,53 | 
b — 1,06 (21) 
{ 
| R = 0,59 


Die Meßanordnung besteht aus einer Mu-Metall- 
- dose (160 mm Innen-&, 2,5 mm Wandstärke) mit 
 verstellbarem Deckelabstand, in der nach Abb. 1 Spu- 
_ lenpaare verschiedener Durchmesser symmetrisch 
_ verschiebbar angeordnet werden können. Die Spulen 
werden mit Wechselstrom (4kHz) gespeist. Die 
Messung des Feldes geschieht mit einer beweglichen 
Spulensonde (4mm &), die an den Eingang eines 
hochohmigen Wechselspannung-Meßverstärkers ge- 
schaltet ist. Sämtliche Armaturen bestehen aus 
Pertinax bzw. Plexiglas. Das Meßverfahren läuft 
auf die Aufnahme der Felder H,r-o,, und H, «,z- 0) 
einer großen Anzahl von Kombinationen: Deckelab- 
stand, Spulenabstand und Spulendurchmesser hin- 
aus. Mittels eines graphischen Verfahrens ist die 
Kombination ausgewählt, die die größte Homogeni- 


tät des Zentralfeldes hat. H,r-.o,, ist für — >< 2 
< +5 innerhalb der Meßgenauigkeit konstant, H,(r z- 0) 
ist in Abb. 5 normiert aufgetragen und in Vergleich 
gesetzt zur Helmholtzanordnung. 

Mit den Daten (21) erhält man aus (18): 

Ho — 1,84 ® D 3 (22) 
während das Zentralfeld bei einer HELMHoLTZanord- 
nung gleichen Spulendurchmessers ohne Abschirmung 
Au=121-D 


betrüge, wonach die Abschirmung oben angegebener 
Dimensionierung eine Feldverstärkung vom Faktor 
1,52 bewirkt. Macht man sich noch nachträglich von 


Abb. 5. Axialfeld (gemessen) als Funktion von I; 


für: a) abgeschirmte Anordnung nach (21); b) HELMHOLTZanordnung. 


der Normierung des Radius des Abschirmbechers auf 1 
frei, beträgt also derselbe 8, so ist das Zentralfeld 


0,4rn J [Amp] 
S [em] 
bei Spulenabstand 0,53 $, Radius des Abschirm- 


bechers 8, Länge des Abschirmbechers 1,06 S und 
Spulenradius 0,59 S. 


Hotoeı = 1,84: (23) 


Zusammenfassung. 


Es wird das Magnetfeld einer Anordnung, be- 
stehend aus einem Paar gleicher Kreisspulen, die 
nebeneinander auf einer Achse symmetrisch innerhalb 
eines geschlossenen zylindrischen Abschirmbechers 
aus hochpermeablem Werkstoff angeordnet sind, be- 
rechnet. Die günstigste Dimensionierung wird be- 
stimmt im Hinblick auf ein bestmögliches homogenes 
Zentralfeld. Der Zusammenhang zwischen diesem 
und dem felderzeugenden Strom wird formelmäßig 
gegeben. 

Dr. ERNST GÜNTHER SCHLOSSER, 
Laboratorium der Hartmann & Braun A.G., Frankfurt/M. 


Piezoelektrische Kraftmessung. 
Von Hans HeınriıcHn Rust und JoacHım Kronn. 


Mit 6 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 4. Juli 1954.) 


Die Bestimmung des Kraftverlaufes als Funktion 
der Zeit wird bei direkten Meßverfahren derart vor- 
genommen, daß die zu ermittelnde Zugkraft bzw. in 
Zugkraft gewandelte Druckkraft eine Dynamometer- 


feder dehnt und das Dehnungsmaß als Kraftäquiva- 
lent dient. Ein derartiges Verfahren wird beispiels- 
weise beim Schleppen von Schiffsmodellen im Ver- 
suchstank benutzt. Hierbei treten einige Nachteile in 


62 H.-H. Rust u. J. Kroun: Piezoelektrische Kraftmessung. 


Zeitschrift für 
angewandte Phy: 


Erscheinung, deren Beseitigung vorteilhaft wäre und 
außerdem ist es wünschenswert, eine Fernmessung 
durchführen zu können, wobei handelsübliche elek- 
trische Registriergeräte verwendbar sind. Die Nach- 
teile der beschriebenen dynamometrischen Kraft- 
meßeinrichtungen bestehen beim Modellschleppen 
darin,daß infolge der Dehnung der Dynamometerfeder 
relativ große Meßwege zustande kommen und dadurch 
Reibungen unvermeidlich sind. Die Federführungen 
sowohl wie die Führungen für den Schleppdraht über 
Umlenkrollen usw. bedingen Reibungsverluste, die 
den Meßwert verfälschen. Daneben treten lästige 
niederfrequente Pendelschwingungen des Systems 
Modell-Zugdraht-Feder auf, die beim Registrieren 
stören. Dem registrierten Kraftverlauf werden da- 
durch Schwingungskurven überlagert, die den wahren 
Verlauf oft nur schwer erkennen lassen. 

Zwecks Vermeidung der geschilderten Nachteile 
und um eine oft notwendige Fernmessung und -Re- 
gistrierung durchführen zu können, muß eine elek- 
trische Messung des Kraftverlaufs vorgenommen 
werden, wobei ein vernachlässigbar kleiner Meßweg, 
strenge Reversibilität sowie Nullpunktkonstanz anzu- 
streben sind. 

Die piezoelektrische Messung mechanischer Größen 
mittels Quarz bietet in dieser Hinsicht ganz besondere 
Vorteile; der Meßweg liegt bei den zu messenden 
Kräften bis etwa ein Kilopond in der Größenordnung 
von X-Einheiten, die aus den entstehenden Ladungen 
auf der Meßquarzplatte resultierenden Spannungen bei 
einigen Volt und die Reversibilität ist höher als bei 
irgendeinem anderen Verfahren der elektrischen Mes- 
sung mechanischer Größen. Die gesamte Quarz- 
deformation von einigen X-Einheiten ist völlig ver- 
nachlässigbar, da die Wegstrecke, die durch den me- 
chanischen Kraftübertragungsvierpo)l (Hebelüber- 
setzung) zustande kommt, wesentlich höher liegt, 
schätzungsweise bei einigen Ängströmeinheiten. Bei 
der Belastung des Quarzes mit beispielsweise einem 
Kilopond ergibt sich bei einer 3mm dicken Quarz- 
platte eine Diekenänderung 


%=dıU =dı P/C = 2,5 X-Einheiten 


(P = Druckkraft, © —= Kapazität des den Quarz ent- 
haltenden Kondensators, U — Spannung, d,ı = Ppiezo- 
elektrischer Modul.) Nebenher tritt noch als vorteil- 
haft der relativ geringe Temperaturkoeffizient hinzu, 
der bei einer normal zur x-Achse geschnittenen Quarz- 
platte in der Größenordnung von 10-%(° C)-1 liegt. — 
Die Erfassung schneller Kraftänderungen, wie z.B. 
beim Indizieren von Verbrennungskraftmaschinen, 
bietet keinerlei Schwierigkeiten, da hierfür ein Wechsel- 
spannungsverstärker benutzt werden kann, dessen 
Eingang eine so geringe Ableitung hat, daß während 
der Kraftmessung kein nennenswerter Abfluß der 
piezoelektrischen Ladung eintreten kann. Dagegen 
ist die elektrische Messung langsamer Kraftänderungen 
— Ablauf eines Beanspruchungszyklus in etwa einer 
Minute — sehr viel schwieriger; man kann nicht mehr 
den einfachen Wechselspannungsverstärker benutzen, 
sondern ist auf die Verwendung eines Gleichspannungs- 
verstärkers angewiesen. Um stabile Arbeitsverhält- 
nisse für die Eingangsröhre zu schaffen, ist die Par- 
allelschaltung eines Gitterableitwiderstandes zum 
Druckkondensator erforderlich. Bei Verwendung einer 
Röhre mit hochwertiger Isolierung der Gitterdurch- 


führung und Vermeidung der Ionisierung der Röhren- 
restgase kann man einen Gitterwiderstand von etwa 
1010 Ohm verwenden. Das bedeutet aber eine Ladungs- 
abnahme auf e-lin etwa 0,2 sec. | 

Um diese Ladungsabnahme zu verringern, wurde 
eine Meßanordnung gewählt, bei der die durch die 
Ladung hervorgerufene Gleichspannung am Quarz- 
kondensator in Wechselspannung umgeformt wird und 
auf diese Weise nicht nur, wie noch gezeigt wird, eine 
sehr viel günstigere Ladungsabklingkurve gewonnen 
wird, sondern auch der in vielem recht schwierige 
Gleichspannungsverstärker durch den stabilen und 
einfachen Wechselspannungsverstärker ersetzt werden 
kann. Auch hinsichtlich der Erfassung kleiner Kräfte 
bietet dieses Verfahren besondere Vorteile ; die mittlere 
Rausch-EMK am Eingang des Verstärkers wird durch 
leicht durchführbare Begrenzung des Frequenzbereichs 


Tonfrequenz- 


Schwingkondensafor 


Druckkondensator 


Abb.1a. Schaltbild-mit Serienschaltung von Druck- und Schwing-; 


Kondensator. 
Tonfreguenz- 
generator 
s Verstärker 
Sohwingkondensaforz 70000TF 


/rennkondensator 


WWarZ 


7000M8 | 
Druckkondensafor 


Abb. 1b. Schaltbild mit Parallelschaltung von Druck- und Schwing- 
kondensator. 


erniedrigt. — Die verwendete Wandlungsart beruht 
darauf, daß die Spannung des Quarzkondensators 
einer periodisch sich ändernden Kapazität zugeführt 
wird [1], [2] und auf diese Weise Wechselspannungen 
zustandekommen, die einem Wechselspannungsver- 
stärker zugeführt werden. Die Eingangsschaltung ist 
also diejenige eines in Niederfrequenzschaltung ar- 
beitenden Kondensatormikrophones. Besonders vor- 
teilhaft ist hierbei, daß der sonst üblichePolarisierungs- 
widerstand, über den die Polarisierungsspannung zu- 
geführt werden muß, wegfallen kann, da der Quarz als 
Polarisierungsspannungsquelle extrem hohen Wider- 
stand aufweist. Abb. la und Abb. 1b zeigen die grund- 
sätzlichen Schaltungsmöglichkeiten. Es ist ohne 
weiteres zu erkennen, daß mit dieser Schaltung nicht 
leistungslos gemessen werden kann, da ein Ladungs- 
verlust durch den über den Gitterwiderstand wechsel- 
strommäßig auftretenden Energieverlust zustande- 
kommt. Um einen Überblick über die zu erwartende 
Ladungsabnahme am Quarzkondensator zu gewinnen 
und den Einfluß der verschiedenen, im Eingangskreis 
liegenden Kapazitäten zu erkennen, wurde zunächst 
eine grundlegende Rechnung vorgenommen. — Nach 
Abb. la sind Druck- und Schwingkondensator in Serie 
geschaltet, nach Abb. 1b parallel, wobei der Trenn- 


ndensator zum Gitter erforderlich wird. Rein kon- 
ktiv ist die Schaltung nach Abb. la insofern 
wenig vorteilhaft, da entweder der Druckkondensator 
oder der Schwingkondensator beidseitig hochwertig 
isoliert montiert werden muß. Das trifft bei der Schal- 
tung nach Abb. 1b nicht zu; hierbei können ‚sowohl 
der Durckkondensator als auch der Schwingkonden- 
sator einpolig an den Erdpunkt der Schaltung gelegt 
werden. Hiermit ist auch, wie ohne weiteres einleuch- 
tet, der Vorzug verbunden, daß eine sehr kleine Gitter- 
schaltkapazität eingerichtet werden kann, was hin- 
sichtlich der kapazitiven Spannungsteilung zwischen 
der Kombination Druck- und Schwingkondensator 
# einerseits und der Gitter-Kathoden-Kapazität anderer- 
seits recht vorteilhaft ist. Die Schaltkapazität kann 
durch den Kunstgriff derVerwendung einer besonderen 
Kondensatorart, wie weiter unten gezeigt werden 
‚ wird, noch besonders herabgesetzt werden. Im folgen- 
den wird jedoch auch die Schaltung gemäß Abb. la 
kurz gewürdigt; aus den hieraus resultierenden Er- 
 kenntnissen geht ohne weiteres hervor, daß diese 
' Schaltung ungünstiger ist als die nach Abb. 1b, die für 
' die Meßeinrichtung gewählt wurde. 


| ak 
| , 


Abb. 2. Kapazitives Netzwerk der verwendeten Schaltung 
(Parallelschaltung von Druck- und Schwingkondensator). 


Durchreehnung der Schaltung. 
In Abb. 2 ist die Schaltung des Eingangskreises 
_ dargestellt. Dabei ist (©) der Schwingkondensator; 
- (C,) der Druckkondensator, der den Quarz als Di- 
_ elektrikum enthält; (C,) der Trennkondensator, der 
ein Abfließen der Ladung von (C) und (C,) verhindert 
_ und C, die Gitter-Kathoden-Kapazität der Eingangs- 

_ röhre. Rist der Gitterwiderstand. 

Durch die Gittervorspannung U, wird auf das 
_ Kondensatorsystem eine Ladung gebracht, die aber 
_ nebensächlich ist und auf die Messung keinen Einfluß 
hat, da sie konstant ist und lediglich eine Nullpunkt- 
verschiebung am Ausgangsinstrument des Verstärkers 
verursacht. Es interessiert die durch die Quarz- 

deformation zur Zeit t= 0 erzeugte Ladung 


Q=dı' 5 (1) 


wobei d,, der piezoelektrische Modul in Richtung der 
x-Achse und P die Kraft ist. Die Ladung Q, verteilt 
sich auf (C), (C,) und (C,) und ruft zwischen den, 
Punkten A und B die Spannung 


echte 7 | (2) 


hervor. Da keine idealen Isolationsstoffe vorliegen, 
muß man Q—=Q(t) annehmen, d.h. zur Zeit t = 0 ist 
Q=Q, und zu späteren Zeiten ein kleineres Q vor- 
handen. 

An dieser Stelle soll nun der rein statische Fall be- 
trachtet werden, um dieGrößenordnung der Isolations- 
widerstände der Kondensatoren (C), (C,) und (C,) ab- 

_ zuschätzen. Bekanntlich gilt im statischen Fall für 
_ einen Kondensator 


= er (m) (3) 
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wobei hier Rı, der Isolationswiderstand und © die 
Kapazität des Kondensators ist. Nimmt man einen 
Ladungsverlust von etwa 1% in der Zeit von 60 sec 
als praktisch ausreichend für die Kraftmessung an, 
so ergibt sich aus Gleichung (3), daß für die Isolations- 
widerstände von (O), (C}) und (C,) die Bedingung 


Rr> 3,6: 1014 Q) (4) 


erfüllt sein muß, wobei die Kapazität der einzelnen 
Kondensatoren etwa 20 pF beträgt. 

Wird nun die Kapazität C periodisch geändert 
(©, + AC), so spaltet sich U in einen Gleichspannungs- 
und einen Wechselspannungsanteil auf, nämlich 


U=U_:U,. (5) 
Die Kapazität C’ ergibt sich aus Abb. 3 zu 
C, 


(= — 
a * 
ld o+t 


1 1 er 
| +unot), 


(6) 


(62) 


wenn C, die Kapazität des ruhenden Kondensators 
(=0) ist. Dann ist 
Be Q 
EEE C, (M 
Q (sin wit 
BE Zen a I, 
LO: @ (Och hl n "= sin @ ) 


— (8) 


S 


Abb. 3. Idealisierte Darstellung des Schwingkondensators. 


Nimmt man nun an, daß a <a, ist, was praktisch 
immer erfüllt ist, so wird 
a Qd-C, 
a (+ 0,+ 09% 
Infolge der Wechselspannung fließt rechts von A, B 
ein Strom I/_. Ist U} der Spannungsabfall über (C,) 
und U, derjenige über der R-C,-Kombination, so ist, 
wenn man die Isolationswiderstände als groß gegen 
die Blindwiderstände und den Gitterwiderstand be- 
trachtet 

AUS 


IS=CH dt —=(, 


Un -sin wt. (8a) 


EU RBeIaN, 
an (9) 


mit 

Un UL Un: (10) 
Die Annahme über diese Widerstandsvernältnisse ist 
aber gerechtfertigt, da R,>3: 101 Q) und R* sowie 
1/w- C, etwa 10° Q ist, wenn man etwa C, größer als 
1pF und ® <10?sec-! annimmt. Aus den Glei- 
chungen (9) und (10) folgt 


dUX er: dU> 

* Dieser verhältnismäßig hohe Ableitwiderstand R, ist 

dann zulässig, wenn der Gitter-Kathoden-Widerstand der 

Röhre selbst entsprechend hoch liegt, also R,; > R, ist [3]. 

Diese Forderung wird aber erfüllt, wenn A-Verstärkung statt- 

findet und die Gittervorspannung derart gewählt wird, daß bei 
positiver Steuerhalbwelle noch einige Volt verbleiben, also 


— U-, +Ü_,% —2bis —3 Vist. 
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als Bestimmungsgleichung für U/. Hierin tritt aber 
noch @(f) als unbekannte Funktion auf, da infolge des 


OnHmschen Widerstandes an diesem ein Leistungs- 
verlust verhanden ist, der durch 
UR2 

Ns R (12) 


wiedergegeben wird. Im Grunde kämen hier noch 
additiv die Verluste an den Isolationswiderständen der 
Kondensatoren hinzu. Da diese jedoch groß gegen R 
sind, werden deren Verluste klein gegen denjenigen 
des Gitterwiderstands. Die Verlustleistung N muß 
von der im Kondensatorsystem (C), (C,) und (C,) ge- 
speicherten Energie aufgebracht werden. Deren Ver- 
lust ist 


- 40: Dy=Nd. (13) 
Nun ist das Verhältnis der Spannungsmaxima 
Max Un a C, (14) 


MxU- 0, G+C6+Q’ 


so daß man wegen a <a,in Gleichung (13) U_+U, 
durch U_ ersetzen kann. Dann ist 


Da an (15) 
Da U, proportional Q ist, kann man 
UÜ:=0Q0-® (16, 
setzen. Dadurch geht Gleichung (15) über in 
dd G+C,+C 
ee 2 :- D2. dt. (17) 


Somit erhält man eine zweite Bestimmungsgleichung. 
Setzt man nun Gleichung (16) in (11) ein, so wird 


dd 1 a cc 
c de L ER 
( + C;) di au D T a, G+C,+6, 


- Psin wt — (0%, +C;)(C, + C, +0, | 
BC CC, 
9 (0 +0,+0,)% 
Dieses ist eine ABeLsche Differentialgleichung erster 
Art, die nicht einfach zu lösen ist. Man kann sich je- 
doch mit einer Näherung begnügen, die, wie sich 
später erweisen wird, gerechtfertigt ist. Mit Hilfe des 
Ansatzes 


-coswt. (18) 


= :exp(—a-d), (19) 
wobei & noch zu bestimmen ist, wird 
dD 1 
(0, + Or ee I — (0, + oo D 
a 6,2% - 
— (wcos wt—asin wt). (20) 


o. (G+0+0% 
Der Lösungsansatz ist 
®P = Asinwt-+Beoswi= d,-sin (Wt-+gY) (21) 
mit & = A? + B? und tgp—= B/A. A und B wird 
aus den Gleichungen 
1 

© (0, + C,)- A + la a + oo): B 
N tie: 

. (++ 0% 


(+0): B 7 -a(G +09]: 4 


2) 

(22) 
R 

BR. 0,0, 


= rOF © 
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bestimmt. In Verbindung von Gleichung (17) mit (21) 
findet man 

a _G+rG+t% 
Q=Qs' exp | BI er rer 


8. (1-35: 20:49) 


und durch Vergleich dieser Gleichung mit (19) 
G+C, +6 
en 
Sofern «<& wist, ist eine sehr gute Näherung gefunden. 
Nun soll aber die durch den Leistungsverlust bedingte 
Ladungsabnahme in 60 sec kleiner als 1% sein. Das 


bedeutet, daß &< 1,65. 10-2sec-! 


sein muß. Da die benutzten Frequenzen des Schwing- 
kondensators aber sicher einige Dekahertz betragen, 
ist a <werfüllt. Die Näherung ist also als sehr gut zu 
erachten. Löst man das Gleichungssystem (22) auf 
und bestimmt aus den Lösungen 2, so findet man 
d — ka een 

5 u (6, + 06, + 0,)* 

R? (w? E= a?) 
Ro? (0, + 0% +[1—aR(C,+ 6,7 

Unter der Voraussetzung, daß 


l.a<wundaR(C, + C,)<1; dieses ist erfüllt, 
wenn R< 101?Q und ©, + C, kleiner als 100 pF sind 

2. R?w2 (0, + C,)?>1;dasgilt, wenn R >10 Q, 
o= 3: 10?sec-! und C, + O, etwa kleiner als 10 pF 
sind 
kann man a? gegen w®und [1 — a R (0, + C,)]? gegen 
R? w® (C, + O,)? vernachlässigen. Dann wird 

Bene ee 
0 o (+6) +0, +6)" 

Aus den Gleichungen (24) und (26) kann man nun die 
Dimensionierung der Schaltelemente ermitteln. Mit 


(25) 


(26) 


a = 0,04 mm; a, = 0,5 mm 
R=10®0; C,—51/,pF5 CGh=1T7pE; = 1IpE 
v—= wj2n = 50 sec; d,, = 2,08 10-11 Coul/kp 
ergibt sich 

4Q 
© — 5,2: 10-4sec-! und %) 18 

Qo/so 
Die kleinste meßbare Kraft ergibt sich auf Grund 
des Rauschpegels des verwendeten Verstärkers. Für 
die Versuche wurde ein Tonfrequenzverstärker, dessen 
Frequenzbereich etwa 10 kHz beträgt, benutzt. Die 
Rausch-EMK beträgt E=J4kT-R- Av , was in 
dem gerechneten Fall zuE = 4: 10-* Volt führt. Der 
äquivalente Rauschwiderstand der als Triode geschal- 
teten Pentode kann hierbei vernachlässigt werden, da 
er nur einige 100 Q beträgt. Rechnet man mit einem 
Rauschabstand von 1:3, so ergibt sich als kleinste 
meßbare Kraft P—= 654 pond. Der für die Unter- 
suchung verwendete Verstärker ist sehr ungünstig. 
Er wird zweckmäßigerweise durch einen Tiefpaß- 
oder Resonanzverstärker ersetzt. Unter Verwendung 
einer Betriebsfrequenz von 50 Hz ergäbe sich bei 
einem Resonanzverstärker beispielsweise mit einer 
Kreisgüte von etwa 10 eine Bandbreite von 


/v=v:d=5Hz 
(d = Dämpfung = reziproke Kreisgüte). ha 


In diesem Fall ergäbe sich als kleinste meßbare 
Kraft P = 14,6 pond. 

Wie bereits schon erwähnt, soll noch kurz die 
Serienschaltung von Druck- und Schwingkondensator 
betrachtet werden. Der Gang der Rechnung ist analog 
dem vorangegangenen ; es ändern sich lediglich infolge 
der Serienschaltung a und ®;: 


F _&o+rß, 2 
Re=—;, ® 


R De 6,6, 
0° in Gr io) +eN 


"Mit den bereits verwendeten Zahlenwerten ergibt sich 


E=1,1..10-2seo-!. und (2) — 48,59,. 

% 60 
4 Neben den schon hervorgehobenen aufbaumäßigen 
Schwierigkeiten, den Druck- oder Schwingkondensator 
' beidseitig hochwertig zu isolieren, ergeben sich bei 
‚dieser Schaltung, wie die Rechnung zeigt, ungünstigere 
' Verhältnisse. 


Versuchsanordnung. 


“ Für die Durchführung einer praktischen Erpro- 
‘bung der piezoelektrischen Kraftmessung wurde 
eine Messingkapsel gemäß Abb. 4 hergestellt, in die 
‚eine Quarzplatte von 40 mm Durchmesser und 3 mm 
Dicke eingelagert wurde. Die verwendete Quarz- 
platte ist normal zur x-Achse geschnitten, weist also 
maximalen Piezoeffekt auf. Gegen die Platte, deren 
‚eine elektrische Belegung der Boden der Kapsel dar- 
stellt, drückt eine mittels Tränkharz 1 vom Druck- 
stempel isolierte Gegenelektrode 2, deren elektrische 
Zuführung über eine Tränkharzbuchse erfolgt. Um 
 Zugkräfte in Druckkräfte zu verwandeln, wurde ein 
| Hebel vorgesehen, dessen Verhältnis Kraftarm zu 
' Lastarm bis 1:10 beträgt. Auf diese Weise können 
noch Kräfte der Messung zugänglieh gemacht werden, 
‘die 1/10 des durch die Rausch-EMK bedingten 
 Minimalwertes sein können. 
- Für den Aufbau des Schwingkondensators diente 
‚ eine elektromagnetisch betriebene Telephonkapsel, 
deren Membran die bewegliche und geerdete Elektrode 
‚ darstellt. Als feste Gegenelektrode wurde eine gut 
' plan gedrehte mit einer Verstellspindel versehene 
' Messingplatte benutzt, so daß der Abstand zwischen 
den beiden Elektroden verändert werden kann. Die 
' Isolierung der verstellbaren Elektrode erfolgte wieder- 
_ um mit dem erwähnten Tränkharz. 
| Es ist wichtig, die Schaltkapazität des Röhren- 
' gitters möglichst niedrig zu halten, da jederKapazitäts- 
 zuwachs die Spannung am Gitter mindert. Durch 
‚ einen Kunstgriff konnte die Schaltkapazität auf ein 
' Minimum herabgedrückt werden. Gemäß Abb. 5 
- wurde ein Zylinderkondensator verwendet; die innere 
' Elektrode ist mit dem Gitter verbunden, die äußere 
' mit dem gemeinsamen Pol von Schwing- und Druck- 
kondensator. Man kann hierfür in einfachster Weise 
ein entsprechend bemessenes Stück Koaxialkabel ® 
_ mit Styroflexisolation, die hinsichtlich Ableitung 
_ höchsten Ansprüchen genügt, benutzen. 


. 
i 
- 


1 Dieser erstklassige Isolierstoff wurde freundlicherweise 

von der Firma Dr. Beck & Co., Hamburg, zur. Verfügung 
gestellt, wofür wir an dieser Stelle vielmals danken. 0>5 
1015 2 cm. 
- 2 Man kann auch an Stelle einer hochisolierenden 
 Zwischenplatte eine zweite Quarzplatte verwenden, wobei 
zwischen den beiden elektrisch richtig orientierten Platten 
die Elektrode liegt. 
3 Siemens & Halske Type PoCY 1 x 0,15/5,5 Fe. 


Z. f. angew. Physik. Bd. 7, 
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Sämtliche Schaltelemente befinden sich in einem 
luftdichten Gehäuse, in dem die Luft durch Silicagel 
trocken gehalten wird. Die luftdichte Durchführung 
des Druckstempels in das Gehäuseinnere erfolgt 
mittels Gummimembran. Es ist noch zu erwähnen, 
daß die Quarzplatte vor dem Einbau in die Druckmeß- 
kapsel sehr sorgfältig gereinigt werden muß; ein- 
maliges Anfassen am (polierten!) Rand genügt, um 
die Ableitung um Größenordnungen zu erhöhen. 


ES GRTRS 
Zee TAN 
RIESEN 


Abb. 4. Schnitt durch die Druckkapsel mit Quarz. 


Nach dem Zusammenbau wurde der Isolationszustand 
elektrometrisch geprüft; es ergab sich der geforderte 
hohe Isolationswiderstand. 

Infolge der über den Gitterwiderstand am Gitter 
der Röhre liegenden Gittervorspannung ergibt sich 
eine statische Ladungsverteilung über die einzelnen 
Kondensatoren, wie aus dem Prinzipschaltbild Abb. 2 
hervorgeht. Die am Schwingkondensator liegende 
Ladung verursacht bereits eine konstante Wechsel- 
spannung am Gitter. Eine weitere Wechselspannungs- 
komponente resultiert aus der Voltaspannung, die am 


Vonfrequenz- 
‚generator 


m Verstärker 


Schwingkondensafor OooTF 


Se arz MUS, 
IE] Dpuckkondensafor 


Abb. 5. Schaltschema der Versuchsanordnung. 


Schwingkondensator entsteht (2). ‚Je nach Polarität 
der Voltaspannung kann die Summe oder Differenz 
zwischen Gitterspannung und Voltaspannung wechsel- 
stromerzeugend eingehen. Durch Gegenschalten einer 
Batterie oder durch Ändern der Ruhkapazität 
des Schwingkondensators (Spannungsänderung am 
Schwingkondensator) können beide Gleichspannungen 
kompensiert werden. Liegt keine Kompensation 
beider Spannungen vor, so überlagert sich deren 
Resultante die sich bei Druckbeanspruchung aus der 
Quarzladung ergebende Spannung additiv oder sub- 


1 Es besteht natürlich auch die Möglichkeit, die durch 
beide Gleichspannungen bewirkte Wechselepannung am Ver- 
stärker-Ausgang zu kompensieren, gemeinsam mit der Rausch- 
komponente ; diese Maßnahme erscheint jedoch nicht günstig, 
da durch die Ruh-Wechselspannung bei unbeanspruchtem 
Quarz ein Teil des Aussteuerbereiches der Röhren belegt ist. 
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traktiv, je nach Polarität der Quarzplatte. Es kann 
also mit wachsender Kraft am Druckquarz zu posi- 
tiven oder negativen Ausschlägen am Anzeigeinstru- 
ment am Ausgang des Verstärkers kommen. Auf 
Grund dieses Sachverhalts ist leicht zu erkennen, 
welche Lage die Quarzplatte einzunehmen hat. 


Meßergebnisse. 

Die Versuchsergebnisse zeigen eine ausgezeichnete 
Übereinstimmung mit der Rechnung. Aus dem 
Diagramm Abb. 6 geht die errechnete und die ge- 
messene Abklingkurve, die infolge der Ableitung des 
im kapazitiven Netzwerk liegenden Gitterwiderstandes 
zustande kommt, hervor. Die bei einem Gitterwider- 
stand von 10° Q resultierende Ladungsabnahme um 
4,1%, nach einer Meßdauer von einer Minute stellt 
keinen Meßfehler dar; die Abklingkurve ist streng 
reproduzierbar,so daß die Meßwerte mit zeitabhängigen 
Korrekturen zur Ermittlung des wahren Wertes ver- 
sehen werden können. Würde man das piezoelek- 
trische Meßverfahren beim Modellschleppen an- 
wenden, so entstünde bei einer mittleren Schleppzeit 


Abb. 6. Gemessene und berechnete Abnahme der Quarzladung 
bzw. -Spannung als Funktion der Zeit. 


von etwa 30 sec ein Fehler von 2,5% am Ende der 
Messung, falls man auf die Anbringung der Korrektur 
verzichtet. Da alle Kraftübertragungselemente vom 
Schleppmodell zur Meßeinrichtung weitgehend starr 
eingerichtet werden können, ergibt sich der Vorteil, 
daß nicht nur Kraftmessungen im eingefahrenen Zu- 
stand, sondern auch DBeschleunigungen erfaßbar 
werden, bei geeigneter Auslegung des Verstärkers 
(z. B. Resonanzverstärker mit Gegenkopplung oder 
Kathodenverstärkereingangsstufe) lassen sich, wie be- 
reits abgeschätzt wurde, unter Zuhilfenahme des 
mechanischen Vierpols Kraftmessungen bis zu 1 bis 
1,5 pond vornehmen. Mit Verwendung eines in Rich- 
tung der y-Achse beanspruchten Quarzstabes lassen 
sich jedoch bei günstiger Formgebung des Quarzes mit 
der beschriebenen Apparatur noch Kräfte messen, die 
um etwa zwei Größenordnungen kleiner sind, wie aus 
folgender Rechnung hervorgeht. Die Beziehungen für 
Beanspruchung in Richtung der x- und y-Achse sind: 


Q. = dıı‘ P, 
Q; = —dıı‘ Py° u/lAy 


(P, = Beanspruchung in Richtung der x-Achse; 
P, = Beanspruchung in Richtung der y-Achse, q, = 
Fläche normal zur x-Achse, q, — Fläche normal zur 
y-Achse). 

Für Ladungsgleichheit ergibt sich 


\Pz/Py| = lau! - 


Wird das Flächenverhältnis etwa 100:1 gewählt (das 
entspräche einem Stabe mit den Abmessungen: 10 cm 
in Richtung y-der Achse, 1 emin Richtung der z-Achse 
0,lcm in Richtung der x-Achse), so ergeben sich 
gleiche Meßwerte bei Kräften mit dem Faktor 10-2, 
Unter Zugrundelegung des für einen Resonanz- 
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verstärker mit 50 Hz Betriebsfrequenz errechnete 
Rauschpegels ergäbe sich bei einem Rauschabstand 
von 1:3 eine meßbare Minimalkraft von 0,01 bis 
0,02 pond. | 

Bei den vorstehenden Untersuchungen wurde die 
der Kraft proportionale Wechselspannung am Aus- 
gang des Verstärkers mit einem üblichen Mehrfach- 
instrument gemessen. Zweckmäßigerweise wird hier- 
für ein Präzisionsinstrument in Kompensations- 
schaltung gewählt. Bei genügender Leistungsreserve 
der Endstufe des Verstärkers (im vorliegenden Fall 
4 Watt) können mehrere Tochterinstrumente, z. B. 
in Form von schreibenden Voltmetern, parallel be- 
trieben werden, womit sich eine bequeme Fernmessung 
und -Registrierung ergibt. 

Die Meßgenauigkeit der beschriebenen Einrichtung 
soll im folgenden kurz diskutiert werden, ohne jedoch 
konkrete Werte mitzuteilen, da eine Gerätezusammen- 
stellung maßgebend ist, die bei der Untersuchung 
nicht vorlag. Es wurde zum Teil mit vorhandenen 
Laboreinrichtungen, die unbedenklich für die an- 
gestellten grundlegenden Untersuchungen herange- 
zogen werden konnten, gearbeitet. 


1. Frequenz und Amplitude des 
Schwingkondensators. 


Für die versuchsmäßige Herstellung eines Schwing» 
kondensators wurde, wie bereits erwähnt, eine Hörer- 
kapsel, die mit der Netzfrequenz von 50 Hz gespeist 
wurde, benutzt. Auf das Meßergebnis haben Frequenz- 
schwankungen keinen Einfluß, wie die Berechnung 
zeigt (Gl. (26)). Wird jedoch ein Resonanzverstärker, 
der wegen des minimalen Rauschpegels und geringerer 
Stufenzahl bei gleichem Verstärkungsfaktor besonders 
vorteilhaft wäre, benutzt, so spielt die Frequenz- 
konstanz eine erhebliche Rolle. Das benutzte Netz 
weist eine Frequenzkonstanz auf, bei der die größte 
Tagesschwankung zwischen 49,8 und 50,1 Hz liegt, 
ein Wert, der bei den etwa bei dieser Frequenz erziel- 
baren Resonanzkreisgüten von 10 bis 20 als außer- 
ordentlich günstig anzusprechen ist. Die aus den ge- 
nannten Frequenzänderungen resultierenden Än- 
derungen des Verstärkungsgrades können etwa ver- 
nachlässigt werden. Bei Verwendung eines Tiefpaß- 
verstärkers spielen Frequenzschwankungen überhaupt 
keine Rolle, wenn der Durchlaßkanal breit genug ist. 

Netzspannungsschwankungen verursachen Am- 
plitudenschwankungen der beweglichen Elektrode des 
Schwingkondensators und gehen damit direkt in das 
Meßergebnis ein. Dieses erkennt man unmittelbar aus 
Gleichung (26). Die in Wechselspannung umgeformte 
Gleichspannung, die durch die Quarzladung hervor- 
gerufen wird, ist nämlich der Amplitude a der beweg- 
lichen Elektrode des Schwingkondensators direkt 
proportional und « ist wiederum eine Funktion der als 
Erregerspannung benutzten Netzspannung. Bei der 
Auslegung eines piezoelektrischen Kraftmeßgerätes 
muß infolgedessen dafür gesorgt werden, daß Am- 
plitudenschwankungen der beweglichen Elektrode 
innerhalb einer bestimmten vorgegebenen Grenze 
bleiben, die durch den geforderten Meßfehler, der 
nicht überschritten werden darf, festgelegt wird. 
Dieses gelingt einerseits mit Hilfe einer Spannungs- 
stabilisierung (z. B. mittels Stabilisator oder auf 
magnetischem Wege) und andererseits durch ent- 
sprechende Dimensionierung des elektromagnetischen 


triebssystems, indem man einen unpolarisierten 
gneten verwendet, der bei der unterenSchwankungs- 
nze der Betriebsspannung i in der Sättigung arbeitet. 
{ ebenher ergibt sich hierbei Frequenzverdoppelung, 
die ohne Einfluß auf die Messung ist. 


2. Verstärker. 


Der Verstärker muß in bekannter Weise so auf- 
gebaut sein, daß Netzspannungsänderungen derart 
gemindert werden, daß Verstärkungsgradänderungen 
wiederum unterhalb der Grenze der vorgegebenen 
Meßgenauigkeit liegen. 


3. Temperaturkoeffizient. 


Es scheint erforderlich, den Temperaturkoeffizien- 
ten der gesamten Apparatur zu bestimmen, um 
‚ gegebenenfalls entsprechende temperaturabhängige 
' Korrekturen vornehmen zu können. 

Für den Betrieb der beschriebenen Kraftmeß- 
einrichtung wurde Quarz als piezoelektrischer Kri- 
 stall gewählt. Man könnte auf die Vermutung kommen, 
daß noch andere piezoelektrische Kristallarten, z. B. 
Seignettesalz mit seinem gegenüber Quarz vielfach 
. größeren piezoelektrischen Modul, für Kraftmessungen 
- verwendet werden könnten. Von den mehr als hundert 
bekannten piezoelektrischen Kristallarten kommen 
jedoch nur Quarz und Turmalin für den vorliegenden 
‚ Zweck in Frage, da nur diese beiden die notwendigen 
' Bedingungen erfüllen, nämlich hoher spezifischer 
Widerstand, große Druckfestigkeit, hydrophobes Ver- 
halten und daraus resultierend hoher Oberflächen- 
' widerstand. Turmalin scheidet wegen Kostbarkeit 
‚aus dem Kreis der Betrachtungen aus. Die üblichen 
_ Kristallarten mit hohem piezoelektrischen Modul, 
' wie Seignettesalz und ähnliche ‘(z. B. Ammonium- 
- phosphat, Äthylendiamintartrat) sind halbleitend 
' (Kristallwasser) und aus diesem Grund nur für 
pulsierende oder Wechselkraftmessungen mit Fre- 
_ quenzen etwa > 10 Hz verwendbar. Daneben 
weisen diese Kristallarten viele Nachteile auf, wie 
2. B. Curiepunkt im Zimmertemperaturbereich, sie 
sind hydrophil und besitzen nur geringe Bruch- 
_festigkeit. 
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Zusammenfassung. 


- Es wird ein Verfahren beschrieben, um mit Hilfe 
des Piezoeffektes von Quarz statische Kraftmessungen 
durchzuführen. Die aus der Ladung des beanspruch- 
ten Quarzes resultierende Gleichspannung wird mittels 
eines Kondensators, dessen Kapazität sich periodisch 
ändert (Schwingkondensator) in Wechselspannung ge- 
wandelt und diese einem Verstärker zugeführt. Die 
infolge des Gitterwiderstandes der ersten Röhre be- 
wirkte Verlustleistung wird rechnerisch ermittelt. Aus 
der Rechnung ergibt sich die Abklingkurve der Quarz- 
ladung; sie stimmt ausgezeichnet mit der gemessenen 
überein. Es wird die für die Untersuchungen ver- 
wendete Kraftmeßeinrichtung beschrieben und ge- 
zeigt, daß bei sorgfältigem Aufbau der einzelnen 
Schaltelemente und der Wahl hochwertiger Isolier- 
stoffe ein Meßgerät hergestellt werden kann, mit dem 
sich noch sehr kleine Kräfte (etwa lpond bei Be- 
anspruchung in Richtung der x-Achse des Quarzes 
und etwa 0,01 pond bei Beanspruchung in Richtung 
der y-Achse) elektrisch bestimmen lassen. Das Ver- 
fahren gestattet Fernmessung und -Registrierung der 
Kraft als Funktion der Zeit. Die Abklingkurve ist 
streng reversibel und kann für Präzisionsmessungen 
als Korrekturgrundlage dienen. Für 1 Minute Meß- 
dauer ergibt sich bei Verwendung eines Gitterwider- 
standes von 10° & am Gitter der ersten Röhre des Ver- 
stärkers eine Abweichung von 4,1%, vom wahren Meß- 
wert. Es wird dargelegt, daß von den heute bekannten 
piezoelektrischen Kristallen nur Quarz für derartige 
Messungen herangezogen werden kann. 


Zum Schluß möchten wir Herrn Prof. Dr.-Ing. 
G. WEINBLUM für die großzügige Förderung der Arbeit 
unseren verbindlichsten Dank aussprechen. Der 
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die Bereitstellung der finanziellen Mittel. 
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Gütebestimmung von Quarzen in Parallelresonanz. 
Von GERHARD BRUNNER und ARTUR LöscHE. 
Mit 7 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 18. Juli 1954.) 


Einleitung. 

Zwischen der Bandbreite und der Güteziffer besteht 
bekanntlich die Beziehung Af = w[2rG, wo ©, 
die Kreisfrequenz im Resonanzfall und @ die Güte- 
ziffer ist. Bei einem Wert @ = 10%, der etwa einem 
technischen Quarz entspricht, wäre Af = 50 Hz bei 
einer Resonanzfrequenz », = 500 kHz. Entsprechend 
hoch sind natürlich die Resonanzwiderstände bei 
Parallelresonanz: größenordnungsmäßig 107Ohm. Bei 
Ankopplung des Quarzes an irgendwelche Meßgeräte 
tritt daher eine zusätzliche Bedämpfung der Quarz- 

_ schwingungen ein, die meistens nicht vernachlässigt 
werden kann. Man erkennt daraus die Schwierigkeiten, 
die der Gütebestimmung von Quarzen entgegenstehen. 


Es wurde deswegen versucht die Quarzgüten zu messen, 
indem man ihre Resonanzeigenschaften bei Anregung 
mit einer zeitlich linear veränderlichen Frequenz be- 
stimmt. Dieses Verfahren vermeidet die oben ange- 
deuteten Schwierigkeiten weitgehend. In einer Arbeit 
von G. Hok [1] sind diese Resonanzverhältnisse 
besonders für die Anregung eines Reihenresonanz- 
kreises durchgerechnet worden. Außerdem beschreibt 
H. Mayer [2] eine Apparatur, die es gestattet Quarze 
bei Anregung mit linear veränderlicher Frequenz zu 
untersuchen. 

Den Anstoß zu den folgenden Überlegungen gab 
die Beschäftigung mit den Beziehungen, die zwischen 
den magnetischen Kernresonanzerscheinungen und 

5* 
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elektrischen Resonanzkreisen bestehen, und über die 
an anderer Stelle berichtet wird [3]. Die Methode der 
Gütebestimmung, die sich daraus ergeben hat, gründet 
sich auf die mathematische Behandlung der Anregung 
eines Parallelresonanzkreises durch eine linear ver- 
änderliche Frequenz, die daher nun kurz dargelegt 
werde. 


I. Parallelkreise bei linearen Gleitfrequenzen.. 

In dem parallel zu L, C liegenden Widerstand R 
seien Spulen- und Kondensatorverluste zusammen- 
gefaßt. Der Parallelschwingkreis werde durch den 
Strom 

Hi —J, ei (@et tal?) (1) 
angeregt, wo 
o=@+ 2at (2) 


die momentane Kreisfrequenz ist. Dabei ist 
& = — (2a) 
1079) 
praktisch die Kreisfrequenz im Resonanzfall bei ge- 
nügender Größe von R. 
do 
> SE “ D 
Se const | (2b) 
ist die Frequenzgeschwindigkeit. Dann gilt die Diffe- 
rentialgleichung 


t 
U ur 5 
er les ö (8) 


wo U die am Kondensator bzw. am Kreis liegende 
Momentanspannung ist. Zur Lösung von (3) wird eine 
LAPLAcE-Transformation durchgeführt. Der Resonanz- 
punkt des Kreises wird, wie man aus (2) sieht, zur Zeit 
t =0 erreicht. Das Transformationsintegral wird des- 
halb von — oo bis + w erstreckt. Als Anfangsbedin- 
gung kommt hinzu, daß der Kreis für t = — oo völlig 
in Ruhe sein soll, d.h. U und seine Ableitungen sind 
Null. Damit entsteht 
to 
Cpu +5 +27 -[ ze PT m 
Br (4) 
u, die Unterfunktion zu U, ist dann 


+ 
io T- N Er 
Eu. 


wobei 
kLp 


Ze) Sa Ton 0) 


gesetzt ist. Die Größe p ist die Transformations- 
variable, also die Veränderliche im Unterbereich. Der 
Faktor Z(p) vor dem Integral gleicht dabei formal dem 
Ausdruck für die Impedanz des Kreises, falls p mit j 
identifiziert wird. Mit dieser Bedeutung von p kann 
man die Transformation so auffassen, daß man zu- 
nächst von den Zeitfunktionen zu ihren Frequenz- 
spektren übergeht, da sich mit diesen leichter rechnen 
läßt. Das Integral in (5) stellt bis auf einen Faktor 
r/j die komplexe Amplitude im Frequenzspektrum der 
Anregungsfunktion (1) dar. Die Rücktransformation 
in den Oberbereich geschieht in bekannter Weise mit- 
tels des BromwicHintegrals. Zuvor stellen wir den 
Impedanz-Ausdruck Z(p) in Gl. (5a) als Summe von 


Partialbrüchen dar. Allgemein gilt für Z(p) als Quo 
tienten der Polynome g(p) und h(p) ü 


ap») | 
Pre u | 


wo p, die Wurzeln des Nenners sind. Unter Beachtung | 
dessen wird die in den Oberbereich zurücktransfor- 
mierte Funktion 


u, 
hp) 


g(p») a ep! 
HoF in JP—-P 
Br 


+ © 


x EA ® mM 


g(P») 
h’(p») 


I 


1 an Ban 
“, 
. [% y 


(227 Er apl ar. (8) 


ER Kae Er || 
Br 


Br bedeutet dabei den Integrationsweg des BROMWICH- 
integrals. Nach dem Residuensatz hat der Klammer- 
ausdruck in (8) den Wert 


P%——Z) 
[ee ee 
Wr Pr 


Das ist das Residuum des Integranden, der nur einen | 


Pol erster N an der Stelle =», hat. Man 
erhält somit 


t 
= ; 2’ 

im | 5 Tram Be Dgm, 

a Pa 775 “ Mr: 


Es ist nunmehr zweckmäßig eine dimensionslose Vari- 
able y einzuführen, so daß 


1 
(Go —p)+tja?t 


w|r 


5 18° 
ya+jß=za cu) 


gesetzt wird. Werden noch die Koeffizienten der Par- 
tialbruchzerlegung für den vorliegenden Fall eingesetzt 
so gelangt man schließlich zu 


1 


u) = er — Frty), (12) 
a? (6 
wo zur Abkürzung 
V 
Fry)=—je” | e"'"ay (13) 
0—jo 


gesetzt ist. Diese Funktion, für die G. Hok die Be- 
zeichnung FRESNELfunktion vorgeschlagen hat, tritt 
ganz allgemein bei linearen Resonanzsystemen auf. 
Den Gin. (11) entsprechend kommen zunächst zwei 
Möglichkeiten für y in Betracht, da zwei verschiedene 
p, existieren, wie man aus (5a) sieht, nämlich 


Pa =-9tiw (14) 
mit 
NE er u hp 
u 1:7 Bde 7 Tome Fi (15) 
und 
ı 
2 


1 1 R 
MS (ze moi) 16)2 
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Abb. 3. Real- und Imaginärteil von Fr(y) für x = 0,35. 


14r 


Wer 


Abb. 4. Real- und Imaginärteil von Fr(y) für = 0,1. 


von denen y, wegen der Unverträglichkeit mit dem 
notwendigen Verhalten von (13) für große t sofort aus- 
scheidet. Die Funktion Fr (y) läßt sich außer für rein 
imaginäre y nicht auf tabellierte Funktionen zurück- 
führen. Man gelangt zu Funktionswerten durch Rei- 
henentwicklung (siehe dazu!)). Wie aus (11) und (17a) 
hervorgeht, sind 


1 
1 Fa 
Re(y) = Er; [ee 3 (18a) 
1 
i Bi 
Rue (18b) 


die Real- und Imaginärteile der Veränderlichen y. Die 
Abb.1, 2, 3 und 4 zeigen Real- und Imaginärteil der 
Funktion Fr(y). Dabei ist in jeder Abbildung «a als 
fester Parameter angenommen. Auf der Abszisse ist 
jeweils ß aufgetragen. Gl. (12) ist die Lösung von 
Gl. (3). Diese Lösung enthält den anregenden Strom 
als Faktor, Wenn man demnach 


120) 


— ji +at) 1 
Fern) (19) 


Abb. 5. Schaltbild des Diskriminators. 


in der komplexen Ebene aufzeichnet, so erhält man da- 
durch die Ortskurven des Widerstandes für den Par- 
allelkreis mit ihren charakteristischen Abweichungen 
von der Kreisform, die sie im stationären Fall besitzen. 
Derartige ‚dynamischen Ortskurven“ sind bereits von 
FELDKELLER [4] nach einem graphischen Verfahren 
ermittelt worden. 

Die Dämpfung ö des Kreises ist nur in x enthalten. 
Deswegen geben die Kurven der Abb. 1,2, 3 und 4 mit 
a als Parameter das Resonanzverhalten des Parallel- 
kreises für verschiedene Dämpfungen oder Güten 
wieder. Die Zeit t ist nur in ß enthalten. 

E" 2. Experimentelles Verfahren. 

Man kann grundsätzlich über die Güte eines Krei- 
ses Auskunft erhalten, wenn man bei Anregung mit 
einer linearen Gleitfrequenz zur Kenntnis der in den 
Abb. 1,2, 3 und 4 dargestellten Kurven gelangt. Das 
erreicht man mit einer einfachen Diskriminatorschal- 
tung, wie sie in [5] eingehender beschrieben wird. Die 
Abb. 5 zeigt das Schaltbild. Bei E wird eine Anre- 
gungsspannung zugeführt, die linear frequenzmodu- 
liert ist, d. h. die dem Ansatz (2) entspricht. Sie wird 
in einem Oszillator mit Reaktanzröhre erzeugt. Über 
die Steuergitter der Mischröhre wird der Quarz Q an- 
geregt. Diejenigen Anteile des Anodenstroms, welche 
die Anregungsfrequenz & enthalten, werden über C 
geerdet. Am Widerstand R erzeugen sodann die 
Gleichstromanteile des Anodenstroms einen Span- 
nungsabfall. Diese an R abfallende Spannung wird 
einem Oszillographen zugeführt. Wie eine TAytLorent- 
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wicklung zeigt, ist dieser Gleichstromanteil des Ano- 
denstromes 


1 r 
a Tg Uoı Uo cos p (20) 
wobei 5 
ER BAE 2 
U DD, Laun) 


die Ableitung des Anodenstromes nach den Gitter- 
spannungen U, und D, ist. U,, und U, sind die Gitter- 
spannungsamplituden. Der Winkel 9 bedeutet die 
Phase zwischen beiden Gitterspannungen U, und Q,. 
Nun kann man sich leicht überlegen, daß der den Quarz 
anregende Strom gegen die bei &E und damit am ersten 


Abb. 6. Mit einem Frequenzhub 4,,r = 6kHz 
aufgenommene Kurve; »,, = 50 Hz. 


Steuergitter liegende Spannung um 90° phasenver- 
schoben ist. Gemäß Gl. (12) ist für den Gitterspan- 
nungsanteil vom zweiten Steuergitter, der dem Ima- 
ginärteil von Fr(y) proportional ist, gerade 0°, wäh- 
rend der dem Realteil von Fr(y) proportionale Anteil 
zu einem @ — 90° gehört. Demnach ist die an R ab- 
fallende Spannung dem Imaginärteil von Fr(y) pro- 
portional. Wenn man diese Spannung in einen Oszillo- 


Abb.7. Ayr=18kHz ; v7, — 50 Hz. 


graphen gibt, dessen Kippspannung die Reaktanz- 
röhre des Oszillators steuert, dann erhält man auf 
seinem Bildschirm die Kurven für den Imaginärteil 
von F'r(y), wie man sie in den Abb. 1, 2,3 und 4 für 
spezielle «-Werte aufgezeichnet findet. Die Kippfre- 
quenz des Oszillographen ist dann gleichzeitig auch die 
Wobbelfrequenz des Oszillators. Dadurch hat man die 
Vorteile einer bequemen Änderungsmöglichkeit der 
Wobbelfrequenz und hat stets gleich ein stehendes Bild. 


3. Praktische Durchführung der Untersuchungen. 

Man kann die Dämpfung 6, die in den Realteil « 
der komplexen Veränderlichen y eingeht, nicht explizit 
darstellen. Deshalb ist es nicht ohne weiteres möglich 
aus beliebigen Kurvenformen auf die Dämpfung zu 
schließen, wenn man mit einer bestimmten festen Fre- 
quenzgeschwindigkeit arbeitet. Das wäre höchstens 
dann möglich, wenn man sich darauf beschränkte aus 
einer Anzahl vorher berechneter Kurven diejenige aus- 
zuwählen, die mit der beobachteten Kurve am besten 
übereinstimmt, und so durch Vergleich auf den gerade 
vorliegenden Wert der Dämpfung oder der Güte zu 
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schließen. Da aber gemäß (18a) nicht nur die Dämp- 
fung ö sondern auch die Frequenzgeschwindigkeit 2 «a 
in den «-Wert eingeht, kann man so verfahren, daß 
man nur eine einzige berechnete Vergleichskurve vor- 
gibt und jetzt die Frequenzgeschwindigkeit 2a solange 
ändert, bis die beobachtete Kurvengestalt mit dieser 
gegebenen Vergleichskurve übereinstimmt. Dann ist 
man sicher, daß das x der berechneten Kurve dem x der 
beobachteten Kurve gleich ist. Wenn & nunmehr 
bekannt ist, braucht man nur noch die Frequenz- 
geschwindigkeit 2a zu kennen, dann kann ö errechnet 
werden. Genauer als nur der Kurvengestalt nach 
wird der x-Wert eingestellt, indem man etwa das Ver- 
hältnis der Funktionswerte im ersten Maximum und 
ersten Minimum aus der errechneten Kurve ent- 
nimmt und auf dem Bildschirm des Oszillographen 
zwei Geraden markiert, die von der Nullinie dieses 
Abstandsverhältnis haben. Man regelt dann solange, 
bis das erste Maximum und das erste Minimum auf 
diese Geraden fallen, natürlich bei geeigneter Ein- 
stellung der Oszillographenverstärkung. Die Frequenz- 
geschwindigkeit kann leicht innerhalb weiter Grenzen 
variiert werden. Das ist möglich einmal durch Rege- 
lung der Wobbelfrequenz »,, des Senders (bzw. Kipp- 
frequenz des Oszillographen) und zum anderen durch 
Änderung des Frequenzhubes A,» (bzw. der Kipp- 
spannungsamplitude). Bei Kenntnis dieser Größen 
hat man sofort die gesuchte Frequenzgeschwindigkeit 


2er And (21) 


Man kann sich zur Ermittelung der Größe @ auch eines 
Zeitmarkengebers bedienen. Mit Hilfe der Zeitmarken 
kann der Zeitabstand At zwischen dem ersten Maxi- 
mum und dem ersten Minimum gemessen werden. Aus 
der vorgegebenen errechneten Kurve wird die zu- 
gehörige ß-Differenz Aß auf der Abszisse entnommen 
und auf « über Gl. (18b) umgerechnet. Man hat dann 


Zusammen mit (18a) erhält man für die Dämpfung 


5 25 Aß 


=. (23) 


Die Empfindlichkeit der Kurvengestalt gegenüber «- 
Änderungen ist um den Wert x — 0,5 besonders groß. 
Deswegen ist es für die Genauigkeit der Gütebestim- 
mungen günstig mit diesem Wert zu arbeiten, zumal 
(18a) für diesen Fall die einfache Form 


w|- 


- 24 
WE—T: 2 
annimmt. Mit diesem x — 0,5 wird auch der Ausdruck 
(23) für die Dämpfung sehr einfach: 


z 


On: (25) 


Wie man aus Abb. 2 sieht, ist das Verhältnis erstes 
Maximum zu erstem Minimum für x = 0,5 dem Be- 
trage nach 0,43. Die zugehörige Abszissendifferenz 
dieser beiden ersten Extremwerte ist dann Aß = 2,0. 

Die Abb. 6 und 7 zeigen Aufnahmen, die nach der 
beschriebenen Methode mit Quarzen hergestellt wur- 
den. Um die zu so stark verschiedenen a-Werten ge- 
hörigen Kurven darzustellen, hätte die Frequenzge- 
schwindigkeit 2 ain sehr weiten Grenzen geändert wer- 
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den müssen, wenn man mit einigermaßen konstanter 
Dämpfung gearbeitet hätte. Deshalb wurde die Dämp- 
fung des verwendeten Quarzes zusammen mit der Fre- 
- quenzgeschwindigkeit gleichfalls geändert, und zwar 

‚durch Einlegen eines Watteringes in die Quarzhalte- 
' rung. In Abb. 7 schwingt der Quarz praktisch ohne 
eine solche zusätzliche Bedämpfung. Die Resonanz- 
_ frequenz des bei den Aufnahmen verwendeten Quarzes 
f war v, = 500 kHz, die Wobbelfrequenz blieb konstant 
| 50Hz. Ein Vergleich der als Abb. 6 wiedergegebenen 
' Aufnahme mit der für x =0,5 errechneten Kurve, 
Abb. 2, zeigt deren gute Übereinstimmung, so daß man 
‘ unter Benutzung der angegebenen Daten für Abb. 6 
_ eine Güteziffer des künstlich bedämpften Quarzes von 

@ = 1500 ermitteln kann. 
| Die errechneten Kurven beziehen sich auf einen 
' Schwingkreis bzw. Quarz, der anfänglich völlig in 
Ruhe ist. Wenn nun praktisch mit einer gewobbelten 
Anregungsfrequenz gearbeitet wird, sind die Schwin- 
' gungen des Quarzes nach Ablauf einer Wobbelperiode 
noch nicht wieder auf Null abgeklungen, d.h. die theo- 
retischen Anfangsbedingungen sind nicht erfüllt. Wie 
die gemachten Aufnahmen zeigen, genügt es aber schon 
den Frequenzhub nicht allzu gering zu wählen. Je 
größer der Frequenzhub, desto genauer ist die An- 
fangsbedingung realisiert. Für & = 0,7 braucht auf der 
Abszisse nur eine ß-Differenz von ungefähr dem Be- 
trag 5 überstrichen zu werden. Für x =0,5 und 0,1 
- kommt etwa ein Aß von 7 bzw.15in Frage, wie die Auf- 

nahmen erkennen lassen. Diese begrenzte Wobbeltiefe 
setzt der Genauigkeit der Gütebestimmung eine 
Schranke ebenso wie die Erzeugung einer zeitlich wirk- 
lich linear verlaufenden Anregungsfrequenz. Jedoch 
sind beides mehr oder weniger Fragen des apparativen 
Aufwandes. ‘Zu einem Quarz der Güteziffer @ — 10% 
gehört nach (15) beispielsweise eine Dämpfung 6 —50z, 
wenn man eine Resonanzfrequenz », — 500 kHz an- 
nimmt. Die Wobbelfrequenz werde zu 20 Hz gewählt. 
Wie man aus den Gln. (24) und (21) sieht, gelangt man 
zu einem & — 0,5, wenn der Frequenzhub A,» = 0,4 
kHz ist. Der Frequenzhub wird sofort größer, wenn 
man ein kleineres a vorgibt. So erreicht man & —= 0,1 
unter sonst gleichen Bedingungen wie eben mit einem 


A.% = 10 kHz. 
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Schlußbetrachtungen. 


Das beschriebene Verfahren läßt sich noch in ver- 
schiedener Weise weiter ausbauen. So könnte man auf 
eine gewobbelte Frequenz verzichten und den Quarz 
nur einmalig anregen, wodurch man eine Kurve er- 
hielte, die der Bedingung der völligen Ruhe des Quar- 
zes zu Beginn der Anregung genau entspricht. Nur 
kann dann die Registrierung der Kurve nicht mehr 
durch direkte Beobachtung geschehen, vielmehr 
müßte die Kurve jeweils fotographisch aufgenommen 
werden. Es könnte etwa auch ein Thyratron zum 
Quarz parallelgeschaltet werden, das in dem Augen- 
blick zündet und die Quarzschwingungen auslöscht, 
wenn die Kippspannung ihr Maximum erreicht, d.h. 
wenn ß auf der Abszisse gerade den größten Wert hat. 
Damit ließe sich eine Genauigkeitssteigerung und eine 
Ausweitung des bequem meßbaren Gütebereichs nach 
höheren Güten hin erzielen. 

Abschließend sei noch bemerkt, daß mit den be- 
schriebenen Mitteln auch die Verstimmung von Quar- 
zen gegeneinander sehr genau untersucht werden kann. 
Man schaltet die Quarze einfach parallel. Sie werden 
dann zu Koppelschwingungen angeregt. 


Zusammenfassung. 


Das Resonanzverhalten von Parallelschwingkreisen 
wird untersucht bei Anregung mit einer Frequenz, die 
sich linear mit der Zeit ändert. Dabei ergeben sich 
charakteristische Abweichungen vom stationären Fall, 
die um so stärker sind, je schneller sich die Anregungs- 
frequenz ändert und je höher die Güteziffer des Kreises 
ist. Auf Quarze, die in ihrer Halterung in Parallel- 
resonanz erregt werden, kann man die Theorie dieser 
Erscheinungen anwenden und zu einer Gütebestim- 
mung ausnutzen. Grundsätzlich lassen sich nach 
dieser Methode auch niedrigere Güteziffern von Krei- 
sen mit Kondensator und Spule bestimmen. 
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Gasströmungen hoher Unterschallgesehwindigkeit durch kurze Rohre 
im Druckbereich zwischen 10? und 10 Torr. 
Von K.G. Güntner, R. JaEcKEL und 6. W. OETJEN. 
Mit 11 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 9. März 1954.) 


1. Einleitung. 

Unter den zahlreichen Problemen der Gasströmung 
durch Rohre im Vakuum interessiert technisch insbe- 
sondere die Frage der Strömung von Luft und Wasser- 
dampf hoher Geschwindigkeit durch kurze Rohre; 
2. B. liegt vielfach das Problem vor, bei einer Destilla- 
tion oder einer Vakuumtrocknung durch eine Rohr- 

leitung möglichst große Mengen Luft bzw. Wasser- 
-  dampf pro Zeiteinheit zu transportieren. Um dies zu 
erreichen, müssen zum Zwecke kleiner Strömungs- 
widerstände die Verbindungsleitungen als kurze und 
weite Rohre ausgeführt und trotzdem gleichzeitig 
relativ hohe Druckdifferenzen angelegt werden. 


Für die üblichen Rohrdurchmesser und bei Drucken 
von einigen Torr und darunter handelt es sich dabei 
stets um laminare Strömungsvorgänge. Bei Angaben 
über laminare Strömung kompressibler Medien hat 
man sich jedoch bisher nur auf solche Fälle beschränkt, 
in denen die Druckdifferenz zwischen den Rohrenden 
klein gegen den mittleren Druck und außerdem die 
Geschwindigkeitsverteilung bereits voll ausgebildet ist 
[1]-[5]. Dies ist aber nur bei langen Rohren und kleinen 
Strömungsgeschwindigkeiten hinreichend erfüllt. 

Im folgenden wurden Rohrströmungen von Luft 
und Wasserdampf unter nachstehenden Bedingungen 
untersucht: 
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a) Der mittlere Druck p liegt im Bereich 10? < p 
< 10 Torr. 

b) Die Druckdifferenz zwischen den Rohrenden 
soll vergleichbar sein mit dem mittleren Druck. In- 
folge dessen treten hohe Strömungsgeschwindigkeiten 
bis heran an die Schallgeschwindigkeit auf. Die 
Kompressibilität ist spürbar am Strömungsvorgang 
beteiligt. 

c) Das Verhältnis Rohrlänge zu Rohrdurchmesser 
soll etwa zwischen den Werten 1 und 50 liegen, d.h. 
die Einlaufvorgänge müssen berücksichtigt werden. 

Die untersuchten Strömungen bewegen sich also 
zwischen den beiden Grenzfällen der POISEUILLEschen 
Strömung in langen Rohren einerseits und der (rei- 
bungsfreien) Strömung durch eine Düse andererseits. 
Außerdem tritt in gewissen Anteilen die Molekular- 
strömung hinzu. 


Abb.1. Anordnung zur Erzeugung stationärer Rohrströmungen. 


E = Einlaßvorrichtung; K,S = Ausgleichskammern; AR = Meßrohr; 
VP = Vorpumpe; M = Vakuummeßinstrument; 2l= umschaltbare 
Verbindungsleitungen; s= coaxiale Drucksonde. 


Verzeichnis der benutzten Symbole. 


Symbol Bedeutung Dimension 
a Rohrradius cm 
a Wärmeübergangszahl cal/cem? sec grad 
Cp spez. Wärme bei konst. Druck cal/g grad 
d Rohrdurchmesser 2a cm 
N Zähigkeit g/cm sec 
F Rohrquerschnitt a? x cm? 
1 Durchflußmenge g/h 
0 Enthalpie cal/g 
x adiabatischer Expansions- 

koeffizient —_ 
L Rohrlänge cm 
2 Wärmeleitfähigkeit cal/grad cm sec 
M Molekulargewicht g/Mol 
m polytroper Expansionskoeffiz. — 
p Druck dyn/cm?; Torr 
{N Durchflußmasse pro Flächen- 

einheit @/F h cm? 
R allgemeine Gaskonstante — 8,3166 - 10? erg/grad 
0 spez. Gewicht g/cm® 
w Geschwindigkeit cm/sec 
we kritische Geschwindigkeit cm/sec 
2 Koordinate in Richtung der 

Rohrachse — 
Indices: 
K Zustand in der Kammer K 0 
0 N im Rohreingang (z = 0) == 
zZ s an der Stelle z — 
L = in der Rohrmündung £=L) — 
Ss er in der Kammer 8 u 
[ ” am Orte der kritischen 


Geschwindigkeit — 


2. Experimentelle Untersuchung. 


Anordnung. 


Zur Erzeugung stationärer Gasströmungen diente 
diein Abb. 1 schematisch dargestellte Anordnung. Das 
Gas wurde durch die Einlaßvorrichtung E unter Ex- 
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pansion in die Vorkammer K eingeblasen und nach 
Durchströmen des Meßrohres R von der an der Kam-- 
mer S angeschlossenen Vakuumpumpe V P abgesaugt. 

Als strömende Medien kamen Luft und überhitzter 
Wasserdampf in Anwendung. Die Luft wurde — aus- 
gehend von Atmosphärendruck — über ein Nadelven- 
til zugeführt. Die Zufuhr von Wasserdampf erfolgte 
über ein Vakuumeckventil aus einem vorgeschalteten 
Verdampfer V (vgl. Abb. 2), der Dampfmengen bis zu 
2000 g/h bei konstantem Ausgangsdruck (10 bis 20 
Torr) liefern konnte. Die Kondensation des durch- 
gesetzten Wasserdampfes erfolgt an einer in der Kam- 
mer S eingebauten und mit flüssiger Luft beschickten 
Kühlfalle. Dadurch ließen sich wesentlich größere 
Saugleistungen erzielen und entsprechend weitere 
Rohre untersuchen. Die Pumpe VP 
diente in diesem Falle nur zum Ent- 
fernen des Restgases. 


Eigenschaften der erzeugten 
Strömungen. 


Es wurden bei verschiedenen Rohr- 
längen und -durchmessern die Durch- 
flußmengen und die Druckverteilung 
längs der Rohre jeweils in Abhängig- 
keit vom Druck an der Einlaufseite 
gemessen. 

Die Rohrströmungen wurden da- 
durch definiert, daß für die Strö- 
mungsgeschwindigkeit am Einlauf 
praktisch der Wert 0 und am Rohr- 
ende die der dortigen Temperatur zu- 
geordnete Schallgeschwindigkeit (kri- 
tische Geschwindigkeit w,) als mitt- 
lere Geschwindigkeit über den ganzen 
Querschnitt eingestellt wurde. Dies 


Abb. 2. Verdampfer 
zur Erzeugung von 
Wasserdampf. 

V = Verdampfer- 
gefäß; M = wasser- 
durchströmter Heiz- 
mantel; «= Stutzen 
zum Anschluß eines 
Thermostaten; 
R= Rührflügel zur 
Durchmischung des 
eingefülltenWassers; 
S — Schaurohr zur 


konnte erreicht werden, indem einer- Ablesung desWasser- 
1 1 H in. spiegels; Hg = 
seits die Vorkammer K einen hin Due 
reichend großen Querschnitt erhielt ter; a 
ollnung. 


und andererseits der Druck pg in der 
Kammer 8 stets unterhalb eines kritischen Wertes 
Prri gehalten wurde. Senkt man nämlich bei fest- 
gehaltenem Ausgangsdruck px den Enddruck pg, so 
steigt die Strömungsgeschwindigkeit und erreicht 
schließlich im Rohrende die kritische Geschwindigkeit 
w, (Ps = Prrit)- Wird darüber hinaus 9, weiter ver- 
mindert (Ps < Pprie), so hat dies bei den benutzten 
Rohren konstanten Querschnittes auf die Strömungs- 
geschwindigkeit und Durchflußmenge keinen Einfluß 
mehr. Beide Größen haben ihren Maximalwert w, 
bzw. Ga, erreicht. 

Dank dieser Maßnahmen war der Strömungsver- 
lauf unabhängig von pg und ließ sich allein durch ent- 
sprechende Öffnung der Einlaßvorrichtung EZ einstel- 
len und regulieren. Die Gastemperatur 7, innerhalb 
der Kammer K war praktisch gleich der Außentempe- 
ratur 7’ ,. Dies folgt für wg. —= 0 unmittelbar aus dem 
ersten Hauptsatz der Thermodynamik, sofern die Gas- 
temperatur 7‘, vor der Expansion in E der Außentem- 
peratur gleich ist. Dies war jedoch dank der langen 
Zuführungsleitung auch für Wasserdampf mit Sicher- 
heit erfüllt. Gleichzeitig läßt sich aus der Dampf- 
druckkurve p(T) für Wasserdampf entnehmen, daß 
für die während der Messung eingehaltenen Bedingun- 
gen (p, s1Torr; T, = 293° K) keine Kondensation 
des Dampfes innerhalb der Kammer K oder des Rohres 
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‚R erwartet werden konnte. Die Voraussetzung ‚über- 

‚hitzter Wasserdampf“ war also stets erfüllt. 

Die Meßrohre R wurden teils mit scharfkantigem, 

‚teils mit gut abgerundetem Einlauf versehen. Ein Ein- 
luß der Einlaufform auf die Durchflußmenge konnte 

dabei nicht festgestellt werden. Eine evtl. auftretende 

Strahlkontraktion ist im untersuchten Druckbereich 

' bezüglich des Strömungswiderstandes also von unter- 
geordneter Bedeutung. 

Die Dimensionen der benutzten Meßrohre sind in 

' Tab. 1 aufgeführt: 


Tabelle 1. 
| £ Rohr d (cm) L (cm) Rohr d (em) L (em) 
F l 
ER, | 1,5 9,8 2 2,0 | 5,9 
B R, 2,0 82,5 ine 2,0 a 
IE RR, 2,0 62,5 B, 3,0 29,5 

R, 2,0 40,0 Rs 3,0 19,5 
ER, 2,0 20,0 1 3,0 9,8 
} ir 2,0 9,9 2; 4,2 49,8 
| a 60,3 
| 
= t BT, a U wen Kr 
::B HH: Zn 
van 1 A 
Ber 
N IT II 
1— | zul 
| 13 
| 11 7 al 
‘a | vet j 
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- Abb.3. Spezifische Durchflußmenge yin Abhängigkeit vom Ausgangsdruck 97. 
für Wasserdampf. 


v=/(px) für Wasserdampf 
© Meßwerte für Rohr R, 
| ; Be ni = a: berechnet nach Formel (1). 


Meßmethoden. 


Druckmessung. Als Normalinstrument zur Druck- 
messung diente ein absolut geeichtes Vakuummeter 
nach McLeop mit einem Meßbereich von 10° bis 
10 Torr. Zur Druckbestimmung bei Anwesenheit von 
Wasserdampf wurde das gesamte Kompressionsvolu- 
men mittels Strahlungsheizung auf eine Temperatur 
von etwa 60°C erhitzt, so daß jede Kondensation ver- 
mieden und ein Verhalten des Dampfes im Meßraum 
wie ein ideales Gas sichergestellt wurde. Die Tempe- 
raturgleichheit im gesamten Volumen während der 
Messung wurde durch Thermoelemente kontrolliert, 
die an verschiedenen Stellen der geschwärzten Glas- 
wand angebracht worden waren. 

Die auf diese Weise angezeigten Drucke haben wir 
außerdem verglichen mit den Meßwerten, die unter 
Zwischenschalten eines Luft-Puffervolumens zwischen 

- McLeop und Wasserdampfatmosphäre erhalten wur- 
den. Die nach beiden Verfahren gewonnenen Meßwerte 
zeigten gute Übereinstimmung. 

Mit dem so ausgestatteten Instrument wurde ein 
Alphatron geeicht, das eine weit bequemere und außer- 
dem kontinuierliche Druckmessung erlaubt und daher 
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zur Durchführung der eigentlichen Untersuchungen 
Anwendung fand. Dabei wurde das Instrument 
wechselweise mit verschiedenen Bohrungen in der 
Wandung des Rohres R, der Kammern K und $, sowie 
mit einer Sonde s (dünnes Hohlrohr mit seitlicher Boh- 
rung) verbunden, die in der Rohrachse verschoben 
werden konnte, ohne die Rohrströmung spürbar zu 
beeinflussen (vgl. Abb. 1). Ein Vergleich zwischen den 
in der Rohrachse und an der Rohrwand im gleichen 
Querschnitt 2 gemessenen Drucken zeigte keinerlei 
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Abb. 4. Spezifische Durchflußmenge y für Wasserdampf in Abhängigkeit von 
den Rohrdimensionen a?/ZL und dem Kesseldruck px (als Parameter in Torr) 


’q® 
y=f r px) nach Formel (1) für Wasserdampf 


©  Meßwerte 
et m == a berechnet nach Formel (1). 
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Abb. 5. Spezifische Durchflußmenge y für Luft in Abhängigkeit von den Rohr- 
dimensionen a?/Z und dem Kesseldruck px (als Prameter in Torr) 


2 
y=f (E: or) nach Formel (1) für Luft 


© _Meßwerte 
=— Kuh } berechnet nach Formel (1). 

Unterschied zwischen beiden Werten, d.h. zwischen 
radial verschiedenen Stellen bei der Druckentnahme. 
Im folgenden wurden daher die Rohrdrucke allein an 
Bohrungen in der Rohrwand entnommen. Aus der 
Meßgenauigkeit des McLeoD und den Schwankungen 
der Eichgeraden des Alphatrons bei den wiederholt 
vorgenommenen Eichungen konnte der relative mitt- 
lere Fehler der Druckmessung auf etwa + 8% ab- 
geschätzt werden. 

Messung der Durchflußmenge. Für Wasserdampf 
konnte die pro Zeiteinheit abgesaugte Dampfmenge 
unmittelbar aus der Sinkgeschwindigkeit des Wasser- 
spiegels im Verdampfer V berechnet werden (vergleiche 


7 


Abb. 2). Für Luft erfolgte die Messung der Durch- 
flußmenge mit einem der für die. Sauggeschwindig- 
keitsmessung von Vakuumpumpen üblichen Geräte, 
welches zu diesem Zweck dem Einlaßventil E& vor- 
geschaltet wurde. Die Moßgenauigkeit betrugin beiden 
Fällen etwa + 3% 


Meßergebnisse. 


Die Resultate unserer Messungen über die Durch- 
flußmasse pro Flächeneinheit y in Abhängigkeit vom 
En ?x und von den Abmessungen der 


Rohrleitung — ” sind in den Abbildungen 3, 4 und 5 


eingetragen. Die ausgezogenen bzw. gestrichelten Kur- 
ven zeigen gleichzeitig, daß sich diese Meßwerte durch 
eine geschlossene Formel von der Form 


m—1 

j Po 

Mar an -— = \” 
Der 


WEIRPDEN ( a? 


(1) 


a, Pı\ 
NGE a7 L n Ze) 
darstellen lassen. Über die Herkunft dieser Formel 
siehe weiter unten unter 4.1. 


Abb. 6. Darstellung von Formel (4) in Kurvenform zur numerischen 
Berechnung des Druckes 9, im Rohreingang aus dem Ruhedruck PK: 


3. Formelmäßige Behandlung des Problems, 
Grenzfälle. 
Wesentlich an der Formel (1) ist das Glied 
Po 
( u; 7 2 zn = 
im Nenner. Dadurch wird die am strömenden Gas zu 
leistende Beschleunigungsarbeit berücksichtigt und 


somit das Übergangsgebiet zwischen der POISEUILLE- 
schen und der Düsenströmung beschrieben. 


Beide Grenzfälle lassen sich aus Gl. W) durch die 
Grenzübergänge L>0 bzw. L> 


6n me Ind — ee: 


a) Für große Rohrlängen Lot £e und iso- 


L 
therme Expansion (m —=1) geht Gl. a) über in 


M a? 


Ya RT, 1075 RM - P}) - 


Dies ist aber die bekannte Formel nach HAGEn-Po1- 
SEUILLE für laminare Strömung in langen Rohren. 
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b) Im Falle Z =0 findet man aus Gl. (1) durch 
Grenzübergang (%,— ?;,) undm=x 


3 M: 
er (2) 
Die Rohrströmung ist in eine Strömung durch eine 
Blende übergegangen, wobei p, und 7, Druck und 
Temperatur in der Blendenöffnung bedeuten. Führt 
man statt ihrer Kesseldruck px und Temperatur 7x 


Tor 4 
m, - 
6 
I 
Be | 
2 7 
FE 
er 
E:: 
4 I | es 
hi i ' 
2 1 
ei a 20 il 
ee a Ze: 
Ne Zur ip Zmmmnı 
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n SA | 
2 In | | | 
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Abb, 7. Spezifische Durchflußmenge y für Wasserdampf in Abhängigkeit vom 
Ausgangsdruck px und den Rohrdimensionen a*/Z (als Parameter) 


2 
y=f (? Kr ) nach Formel (1) für Wasserdampf 


— M= a berechnet nach Formel (1). 


4 


60 

g/hem: 

Abb. 8. Spezifische Durchflußmenge y für Luft in Abhängigkeit vom Aus- 
gangsdruck px und den Rohrdimensionen a?/L (als Parameter) 


v68W 2 46800 2 


—— 


02 u68W 2 


U} 
v=/ z ’ 5) nach Formel (1) für Luft 


er ker Zy Br } berechnet nach Formel (1). 


am Orte der Geschwindigkeit wx = 0 ein vermöge der 
Energiegleichung, so erhält man aus Gl. (2) 


1 x»—1 
ee. 
ei 2 @—) RT, Lern (r=32). j 

(8) 
Letzteres führt jedoch nur bis auf einen Faktor - 


auf die bekannte Düsenformel. Dieser Faktor rührt 
aber gerade von der Berücksichtigung der in Wirklich- 
keit stets vorhandenen Reibung her !. 


! Quantitative empirische Angaben über den Reibungsein- 
fluß bei Düsenströmungen finden sich bei Bossnakovic [7]. 


Praktische Berechnung der Durchfluß- 
mengen. 
Zur praktischen Berechnung der Durchflußmenge 
und zum Vergleich der Gl. (1) mit den durchgeführten 
Messungen muß der Druck p, im Rohreingang durch 
_ den Ruhedruck px in der Kammer K (wx —=0) aus- 
' gedrückt werden. Zu diesem Zweck kann man den 
_ Rohreingang als eine dem eigentlichen Rohr vor- 
gesetzte Blende betrachten, in deren Ebene der Druck 
Po herrscht, so daß sich zwischen p,, Px und y nach den 
_ Ausführungen in Abschnitt 3 (Grenzfälle) die Be- 


ziehung (3) ergibt; durch Auflösen nach Se erhält 


Pk 
man daraus 
2 m-+1 
en u mi _mm| , 
el) © 


! Die graphische Darstellung dieser Funktion in Abb. 6 
d.kann zur numerischen Ermittlung von p, dienen. 

Zn 
1.28 


gh.emg 1 


Poisseuille 


4 jnmaıı una 


4.680 
grh'cm® 


4u60M 2 u68W 2 
Piheoret = 


Abb. 9. Vergleich zwischen den gemessenen y Exp. und berechneten Y7eoret. 


Werten derspezifischen Durchflußmengen von Luft und Wasserdampf für den 
Fall: w,<w, 


0° 2 


Rohrdimensionen = 
L=30cm + für Luft berechnet mit m =1 
O für Wasserdampf berechnet mit m —=1 
d=3cm © für Wasserdampf berechnet mitm = x 
L=50cm 


d=4,2cm } für Wasserdampf berechnet mit m =1. 


Analog ist die Temperatur 7‘, durch die Kammer- 

temperatur T,; zu ersetzen vermöge der Gleichung 

m—1 
PR (7) 2 (5) 
Pk 

Wird in der Rohrmündung die kritische Geschwindig- 
keit erreicht, so wird die Durchflußmenge y ein Maxi- 
mum. Dann läßt sich auch der Druck p, im Rohrende 


vermöge Gl. (6) 
DATE. 2RTk E 
ee) 


RT, 
aus Gl. (1) eliminieren, so daß die Durchflußmenge 
allein durch den Kammerdruck px gegeben ist. 
Gewinnt im Gebiet kleiner Drucke (2: p: a < 0,56 
Torr : em) neben der Gasströmung auch die Gasdiffu- 
sion an Bedeutung, so ist zu dem aus Gl. (1) berechne- 
ten Wert noch der Knupsenxsche Diffusionsanteil [2] 


4 a ı/2zM 
35V5r 2. 


PD =- Tr mem) Ay) 
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mit 

ALLTAG BN N, 2 EEE, | 
KPD = iF3up: az Yar: MISISI 
hinzuzufügen. s 


In den Abbildungen 7 und 8 ist schließlich die unter 
Benutzung der Gl. (1), (4) und (6) errechnete Durch- 
flußmenge in Abhängigkeit vom Kammerdruck px 
für verschiedene Parameter a?/L graphisch dargestellt. 
[Der Anteil der Knupsenschen Molekularströmung ist 
in diesen Werten noch nicht enthalten und muß ver- 
möge Gl. (7) gesondert ermittelt und hinzugefügt wer- 
den.] Da es sich um implizite Gleichungen handelt 


25, 
ir. 


| 


[08 


w/ 


Abb.10. Der Druckverlauf im Rohr (Wasserdampf). 
Rohrwand; \V gemessen in der Kammer X; x berechnet aus 2 Ki 
rechnet für m=1; --- - berechnet fürm = x. 


Ogemessen an der 
be- 


mußte die Berechnung unter Zuhilfenahme der Abb. 6 
schrittweise in successiver Näherung erfolgen. Im all- 
gemeinen genügten jedoch 2 bis 3 Schritte für jeden 
Funktionswert y. Die Ausführung dieser Rechnung 
erfolgte für Luft und Wasserdampf jeweils unter An- 


Abb. 11. Der Druckverlauf im Rohr (Luft). O gemessen an der Rohrwand 
Y gemessen in der Kammer K; x berechnet aus pg; —— berechnet für 


m=1; ---- berechnet für m = 1,4. 


nahme adiabatischer sowie isothermer Expansion. 
Man erkennt, daß die Unsicherheit bezüglich der Poly- 
tropenkoeffizienten m das Ergebnis nicht wesentlich 
beeinflußt. 

In Abb. 3 sind die unter Benutzung des Rohres R, 
(Tab. 1) für verschiedene Kammerdrucke und für den 
Fall w, =w, gemessenen Durchflußmengen y den 
nach den oben abgeleiteten Formeln errechneten Wer- 
ten gegenübergestellt. Vergleichsweise sind die nach 
PoIsEvILLeE und aufGrund der Düsenformelermittelten 
Durchflußmengen ebenfalls eingetragen. Man erkennt, 
wie der errechnete Übergang zwischen den beiden 
Grenzfällen mit den Meßwerten gut übereinstimmt, 
und zwar liefert für kleine Durchflußmengen die Rech- 
nung mit m =1, für große Durchflußmengen die- 
jenige mit m —=x die bessere Übereinstimmung. Dies 
entspricht durchaus den Vorstellungen, die man durch 
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Abschätzung der dem strömenden Gas zugeführten 
Wärmemengen gewinnt [6]. 


Mit zunehmendem Kammerdruck laufen die Meß- 
werte gegen eine Asymptote, die nicht mit der nach der 
Düsenformel errechneten Geraden übereinstimmt, son- 
dern parallel zu dieser in Richtung kleinerer Durch- 
flußmengen verschoben ist. Der Betrag dieser Ver- 
schiebung entspricht etwa dem bereits erwähnten 
Faktor Vz . 

In den Abb. 4 und 5 sind die in Abhängigkeit vom 
Quotienten a?/L für Luft und Wasserdampf errechne- 
ten Durchflußmengen unter Verwendung des Kammer- 
druckes px als Parameter aufgetragen und den empiri- 
schen Werten gegenübergestellt. Zur Gewinnung der 
Letzteren wurden die mit den verschiedenen Rohren 
der Tab. 1 gemessenen Durchflußmengen nach Art der 
Abb. 3 aufgetragen, so daß auf die in Abb. 4 und 5 als 
Parameter gewählten Drucke interpoliert werden 
konnte. Die Anteile der Knupsenschen Molekular- 
strömung wurden sodann nach Gl. (7) ermittelt und in 
Abzug gebracht, so daß nur die reinen Strömungsan- 
teile zum Vergleich kamen. 


Man erkennt wiederum, daß für Wasserdampf mit 
zunehmender Durchflußmenge und abnehmender 
Rohrlänge die Meßwerte in Richtung der für m —=x 
errechneten Werte wandern. Für Luft zeigt sich ein 
ähnliches Verhalten, jedoch sind hierbei sämtliche 
Meßwerte dem für isotherme Expansion errechneten 
Verlauf stärker angenähert. Berücksichtigt man die 
gegenüber Wasserdampf kleinere Wärmekapazität 
bzw. größere Zähigkeit der Luft, so wird dieses Ver- 
halten verständlich. 


Um Gl. (1) auch für den Fall w, < w, zu prüfen, 
wurden einige Messungen bei geringerem Druckgefälle 
unter gleichzeitiger Bestimmung von Durchflußmenge 
und Anfangs- sowie Enddruck durchgeführt. Die 
durch Einsetzen dieser Drucke aus Gl. (1) errechneten 
Durchflußmengen sind in Abb. 9 den gemessenen 
Werten gegenübergestellt. 


In den Abb. 10 und 11 wird schließlich der aus 
Gl. (1) errechnete Druckverlauf p(z) mit den Meßwer- 
ten verglichen. Für große Durchflußmengen und große 
Strömungsgeschwindigkeiten (nahe der Rohrmündung) 
liegen die an der Rohrwand gemessenen Drucke noch 
unterhalb der für m = x berechneten, während sich die 
halbempirischen, aus den Kammerdrucken px nach 
Gl. (4), Abb. 6 berechneten Drucke zwischen dem mit 
m —=x bzw. m —1 berechneten Verlauf bewegen. 


Herleitung der Formel (l) für die Durch- 
flußmenge y. 


Zur Herleitung dieser Näherungsformel für die 
untersuchten Strömungsvorgänge wurde unter Ver- 
nachlässigung der Strömung senkrecht zur Rohrachse, 
die überall klein ist zur Strömung parallel zur Rohr- 
achse, von den allgemeinen Strömungsgleichungen 
nach NAVIER-STOKES (8),(9), der Kontinuitätsgleichung 
(10) und der Gasgleichung (11) ausgegangen. Diese 
wurden für den hier interessierenden Fall stationärer 
Rohrströmungen unter Benutzung von Zylinderkoor- 
dinaten folgendermaßen angeschrieben: 
ow FE»? "(3 0°w 10) ea) 


ews, 3 022 + r Or Or 


(8) 
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e=F7 P=rm 22.) ;(I<mSs%. (WM 
Der Einfluß der Schwerkraft war in jedem Fall ver- 
schwindend klein und wurde vernachlässigt. 

Zur Separation der Variablen wurden folgender 
Ansatz 

w(r,2) =ylr): De) 
mit 
1 
yo) = (a — 7) 


versucht, d. h., es wurde die gleiche parabolische Ge- 
schwindigkeitsverteilung angesetzt, wie sie auch bei 
der Po1szevILLeschen Strömung herrscht. Dadurch war 
es möglich, über den Rohrquerschnitt zu integrieren 
und die Größen o und p durch die über den Rohrquer- 
schnitt gemitttelten Werte 9 und p zu ersetzen 1, so 
daß die Ausgangsgleichungen (8), (9), (10) und (11) in 
die eine Gleichung 


oD (ya? m AM 2 02 DIN aM 
02 F ER = Hal 68: = nt 
mit 
m—1 
A=8yR 1 (nenn) 
übergeführt werden konnten. 
Schreibt man das zweite Glied in Gl. (12) in der 


Form n (1 — e), soläßt sich zeigen, daß unter gewissen 
Voraussetzungen? e<1 ist (d.h. die Geschwindigkeit 
steigt in Richtung der Rohrachse nahezu linear mit z 
an) und somit Gl. (12) ersetzt werden kann durch die 
Näherungsform 

0D (ya? m AM 

02 | er ale 


Führt man in Gl. (13) statt ® wieder den Druck p ein, 
so geht Gl. (13) über in 


1 
op px _ ya? 2 
2 er =. Nez 


(13) 


(14) 


und durch Integration und Ersetzung der Abkürzung A 
ergibt sich schließlich für die spezifische Durchfluß- 
menge y 


q m—1 

; 9 m 2 2 90 m 

Mirrzeumlmbil, ., 

PTRT-8nL IH Pe 
m pr 


Bei der Herleitung dieser Formel haben wir einige ver- 
einfachende Annahmen gemacht, ohne diese näher zu 
begründen oder zu diskutieren. 

Wie weiter oben aber schon gesagt wurde, stimmen 
die gemessenen Werte befriedigend mit den nach Gl. (1) 
errechneten Werten überein. Dies ist ein Hinweis da- 
für, daß Gl. (1) in dem hier untersuchten Bereich eine 
brauchbare Näherungslösung darstellt. 


! Die Querstriche entfallen im folgenden der Einfachheit 


halber wieder. 


?® Die Vernachlässigung der Größe e iststatthaft, solange die 
mittlere Strömungsgeschwindigkeit nicht in die unmittelbare 
Nähe der kritischen Geschwindigkeit kommt. 


% 
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Zusammenfassung. 


Es wurden die Leitungswiderstände von Rohren 
ür laminare Strömungen von Luft und überhitztem 
Wasserdampf hoher Unterschallgeschwindigkeit be- 
handelt, deren Ermittlung zur Beurteilung der Drossel- 
wirkung kurzer Rohrstücke in der Vakuumtechnik von 
besonderer Bedeutung ist. 
Das untersuchte Strömungsgebiet liegt zwischen 
den beiden Grenzfällen der PoıseviLteschen Rohr- 
 strömung und der Düsenströmung und ist deswegen 
| wenig geklärt, weil Beschleunigungsarbeit, Kompressi- 
- bilität und Reibungs- sowie Diffusionsanteil zugleich 
die Art des Gastransportes bestimmen. Experimen- 
tell wurden die untersuchten Rohrströmungen dadurch 
‘ definiert, daß vor dem Rohreingang die Strömungs- 
geschwindigkeit auf den Wert 0 und in der Rohrmün- 
' digung die Schallgeschwindigkeit eingestellt wurde. 
Auf diese Weise wurden Rohre mit Durchmessern zwi- 
schen 1,5 und 7 cm und Längen zwischen 3 und 80 cm 
in einem Druckbereich zwischen 102 und 10 Torr 
untersucht. Die Durchflußmengen bewegten sich zwi- 
schen 1 und 2000 g/h. 


Formelmäßig gelang es, in geschlossener Form eine 
Näherungslösung der auf dieses Problem angewandten 
NAVIER-STOKESschen Differentialgleichungen zu ge- 
winnnen, die bei Kenntnis von Rohrdimensionen, an- 
liegenden Drucken und Gasart die Durchflußmenge zu 
berechnen gestattet. Die hierzu gemachten Voraus- 
setzungen waren die folgenden: 


Parabolische Geschwindigkeitsverteilunginradialer 
Richtung; 

nahezu linearer Geschwindigkeitszuwachs in Rich- 
tung der Rohrachse. 

Für niedrige Drucke ist der Anteil der Knupsex- 
schen Molekularströmung zu dem so berechneten Aus- 
druck hinzuzufügen. Ein Vergleich zwischen formel- 
mäßiger Darstellung und Experiment zeigte sowohl 
für die Durchflußmenge als auch für den Druckverlauf 
längs des Rohres befriedigende Übereinstimmung in 
den untersuchten Bereichen. Dabei lagen die Meß- 
werte zwischen den beiden für isotherme bzw. adiaba- 
tische Expansion berechneten Ergebnissen und näher- 
ten sich den letzteren mit steigendem Durchsatz und 
abnehmenden Rohrlängen an, für Wasserdampf stär- 
ker ausgeprägt als für Luft. 
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Über eine Verfeinerung der Theorie der Ausbreitung langer elektrischer Wellen 
um die Erde*. 
Von JuLıus WEIDNER. 
Mit 5 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 24. Mai 1954.) 


Das hier diskutierte Problem wurde erstmalig von 
G. N. Watson [1] allgemein gelöst. Aus dessen For- 
meln leitete SCHUMANN für sehr lange Wellen eine 
einfache Näherungsformel für das Grundfeld ab [2]. 

In dieser Arbeit soll jene verfeinert werden. In 
der Schumannschen Arbeit [2] ist die Zahl der Glieder 
der auftretenden Summen nach der Warsonschen 
Transformation auf eines reduziert. Wir wollen hier 
untersuchen, inwieweit die SCHUMANnNsche Formel 
durch Erweiterung auf 2 Glieder geändert wird. 

Für ideal leitende Ionosphäre knüpfen wir an die 
Gl. (7) fin [2] an, um die Eigenwerte »,,, %9 zu bestim- 
men. Die analoge Gleichung lautet in unserem Fall 


— 2) A — 242° | 


| (1) 
en dar. | 
rm 1 oz j 6 u 
wobein=»v(v-+]1), 
ho, B=r, a=Erdradius, A=emit- 


_  tierte Wellenlänge, 
 Ax=kH;, H=Höhe der Ionosphäre über dem 
Erdboden. 


. - * Auszug aus der Dissertation an der Technischen Hoch- 
schule München. _ 


n ergibt sich zu 


le | 
1 —5]]12 
6 2 ——— , 
ae] 
wobei set 
[74 


Aun=»ke-+l) folgt 


v--4t/t+a= m, wenn n>|. 


Man erhält, wie es die WArsonsche Theorie verlangt, 
2 reelle, positive v, wenn die emittierte Wellenlänge A 
im Intervall 
he: An <S 1798er 
liegt. 
Diese Werte ergeben sich als Grenzen, wenn man 
Hr==0:kmE 
a—-: 10km 
n 


setzt und die Theorie der quadratischen Gleichungen 
beachtet. 
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- Ein zweites » bedeutet Auftreten eines zweiten 
Gliedes in der Formel. Nimmt also die Wellenlänge 
von A- oo anab, so erscheint dieses zweite Glied erst- 
mals bei A, =180 km. Für größere Wellenlängen gilt 
daher die eingliedrige Formel von SCHUMANN. 

Macht man A weiter kleiner, so erhält man von 
}, = 38 km ab für die » 2 konjugiert-komplexe Werte, 
was physikalisch sinnlos ist, da, wie wir alsbald zeigen 
werden, » im Exponenten auftritt und im Falle ideal 
leitender Ionosphäre ein rein reeller Wert im Exponen- 
ten der Feldstärke zu erwarten ist. Ein etwa auftreten- 
der Imaginärteil würde eine Dämpfung bedeuten, 
deren Existenz nicht einzusehen wäre. 

Die Genauigkeit der Approximation wird etwa bis 


) — 2 garantiert. Unsere jetzigen Eigenwerte wollen 


wir mit »,,; und v9 bezeichnen, während wir die ihnen 


entsprechenden komplexen Werte bei endlich gut 


leitender Ionosphäre », und », nennen wollen. Es sei 
y=mwlta), 1=1;2. 
& ist ein komplexer Korrektionsfaktor: || <1. 
Mithin gilt näherungsweise: 
nr +) emı(l+ 28), 
wo 
N, = Por Por + 1): 
Statt der Gl. (1) hat man jetzt 


N N P v . 7 
-(! a ne a) =) 2038) 
Hierbei bedeuten y — _. ;k =Jmure, j## Wellen- 


zahl der Ionosphäre. 
= au — Kreisfrequenz; 


ce = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 
(=3 - 108 m sec!) ; 
ji—= Ye: u = Permeabilität | 
x — Leitfähigkeit | 
z=k'b; b = Innenradius der Ionosphäre =a +H. 
vgl. [2] Gl. (9) ff. 


der Ionosphäre; 


Man erhält &; unter Berücksichtigung von Gl. (3): 


ö 
— 284 m (1420) Engl’ + 20) 
(38) 


Hl td HYi=0. 


Wenn man außerdem (1) beachtet, dann findet man 
hieraus 


"2n. 2 
Acur A 


wi 2 
2 (ta) + j 


— jaj4 
e 


Avol 


Es ist 


Re(w)>Im()) und Re m) vgl: 


- -II(a, ©) 


x 
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Wenn »; nicht in einem Exponenten auftritt, darf man 


setzen 
Ah. 


Jetzt sind wir in der Lage, die Herrtzsche Potential- 
funktion 7 für die Erdoberfläche r =a zu bestimmen. 

Sie stellt sich nach der Wartsonschen Transfor- 
mation dar als 


= 4 I en+D 


I=1;2 


=; falls 


a(2v; +1 ) Prn(—e0s0) g (5) 
ka sinvym u 


Hierbei bedeutet: © —= Komplement der geographi- 
schen Breite. 


Pv, = zonale Kugelfunktion; 
__300 N: 


HB, YN kW >» 
N = Strahlungsleistung in den Vollraum. 
Die Funktionen g und Ah sind wie folgt definiert: 


=) Ey) —Yly)L, (@) (6) 
mit 


„10 


TO Tr(2) 
Le) = -V%- ZWAR) 


J — Besseusche Funktion 
H — Hanketrsche Funktion. 


der Strich bedeutet Differentiation nach x. 
ee ET 
hz= > {y, (x) &(y) NE (y) la), ’ (7) 


Wenn man y,(y) und £,(y) , sowie deren Ableitungen 
an der Stelle x nach TAayLor entwickelt, wobei 
y=x-+ 4x gesetzt ist, und beachtet, daß beide 
Funktionen die Differentialgleichung erfüllen 


(® [FH no: ra le) 
ati N =0; 12 


\& (@)’ 
dann erhält man für g und h die Ausdrücke 


Ilm) mitt...) (68) 

h=j@n +9“ (7a) 

= 1:bzw.2;, ö=Hle;, zekaı nn en mar 
Außerdem ist 

92) &,(2) — &s(®) Y,(R) = [3] 


Ähnlich wurde auch Gl. (1) abgeleitet. 

Aus // gewinnt man 

Wa zo lsin 85 ;6) 
r ra sin © 80 

siehe z. B. [4]. 

Berücksichtigt man die Differentialgleichung der 
Kugelfunktionen, dann erhält man für die Radial- 
komponente des elektrischen Feldes 


E vw + run EN gr (&) 
„= 
De 
Für y)|> 1 (was bei der Grenzwellenlänge , für », 
nicht der Fall ist!) gilt nach [5] asymptotisch 


P v,(— c0s0) = Vase cos (er+ 3-0) a, s 
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Außerdem ist 
Re (vı)> Im (v).. 


Somit findet man mit G]. (5) ff. 


Be 
f k2 er 1 se) 2 (H\V]\ 
300YX Yr >> Farm SEEN On -+(@)] 
1er ar a?H—aH? 
Ben R 1 N 
2 HE (+3) 0 Be -i (+3) © 
® V' ri € FR vi Dar: 8 


(9) 
X, — „Intensität der Erzeugung“. 
Ist statt der Strahlungsleistung N der mittlere 
effektive Antennenstrom J gegeben, dann ist die Be- 
ziehung zu beachten 


Ny =;N = 160.2? (7) Watt 


Ny =Strahlung in den Halbraum; A — Höhe der 
Antenne. A ist in km auszudrücken, wenn N in kW 
gegeben ist. (Ebenso A in km.) 

Der Effektivwert der Feldstärke ist: 


_ Er Ba engah ..ap 
Fr BR: eo (Bı +p)9 nos (Av' 9))"” B (10) 


wobei », + + =» —jPı gesetztist. vr = — vol; 
Pı>0. 

In Gl. (10) rührt das erste Glied der Klammer allein 
von der auftretenden ‚Grundwelle‘“ her, die sich auch 
bei der ScHumAnnschen Formel [2] findet. Das zweite 
Glied stammt allein von der nach unserer Methode 
neu auftretenden ‚„Oberwelle“, während das dritte 
Glied die Interferenz beider wiedergibt. 

In Tabelle 1 sind die Verhältnisse, »,/® und v/x 
bei verschiedenen A dargestellt. Es wurde stets 


H=70km ; Ha 0,011 


angenommen. 
Tabelle 1. 


Voalt 


Akm | Yaılz 


40 1,05 0,92 0,992 

70 1,02 0,862 0,88 
100 1,002 0,83 0,75 
130 1,025 0,62 0,592 
1700 1,015 0,319 | 0,295 


Gemäß dieser Tabelle kann »,, stets ohne Bedenken 
durch x = ka ersetzt werden. 

Das Verhältnis »,/x in Abhängigkeit von / kann 
man durch die Parabel 


a) = Ve} 0) 
eG 1 
annähern, vgl. Abb. 1. 
Mithin hat man 
2na 
BL = 0,77 
ul (12) 
% —=a(A) 


a(}) ‚siehe Gl. (11). 
* bedeutet die konjugiert-komplexe Größe. 
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Wenn wir nun in stärkerer Näherung Gl. (3) an- 


schreiben 
N B 
-(1-5)4e+7(2+7)=0, (13) 
so folgt 
Re EA BD 
- x2 Ax\z +) age ’ 
denn |2|> | 
k 
9 Ta 3 2 =keb 
also ist 
em 2e) =! er 
daher 


0 80 120 
A— 
Abb. 1. Zur Methode der parabolischen Approximation. 


Abscisse: Wellenlänge A in km gemessen. 
Ordinate: a) ausgezogene Kurve: 


1-8 = .1-3(2) f ne zZ (2 -1)|+ ra 


la)  e- . Tr -ayP} 
b) es Kurve: ı 


10 = YE= 


a —= Erdradius: 2/r 10!km; H= En der Ionosphäre über der Erde: 
70 km. 
2n 


k = Wellenzahlin Luft: k = Sg 


},=180 km. 


760km 


=a(A) 


4, =40km, 


Multiplikation mit »,7 liefert unter Beachtung von 


(12) 
ae VE cux x 


a © 20,00 206 
= —auHe Sun 09 au 
mit 


JE _—_ 10km; u =4nr: 10° &: 


— Pr = J my cı) 


(15) 


VAim. 
sec | 
m | 
net 

m 


Tab. 2 gibt uns nun mit obigen Zahlen einige Werte des 
Dämpfungsfaktors ß, bei variiertem A. 

Die Werte I wurden nach Gl. (15), die unter II 
nach Gl. (4) exakt berechnet. Die letzte Kolonne gibt 
zum Vergleich die Werte für $ nach der SCHUMANN- 
schen Formel aus [2]. 
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Tabelle 2. Tabelle 3. 
A I 10° kn 0 x|10° Im © x,10° De 2; 110° 1a Xı, 10° nie Xa 
40 2,31 2,07 
70 1,85 1597 40 7,9 —76 D ’ 
100 1,65 1,31 70 7,15 15 —25,8 5,48 —24,4 
130 1,79 1,15 100 6,2 6,98 —10,2 5,51 —14,3 
170 3,22 1,005 130 5,52 7,25 — 7,0 5,16 | — 8,7 
170 4,92 4,25 — 1,86 4,9 _ 1,63 


Bemerkenswert ist das Ansteigen von ß, in der Nähe 
der Grenzwellenlänge A,. Wir werden auf diese Tat- 
sache noch zurückkommen. Die Werte von ß nach der 
SCHUMANNschen Formel stimmen genau mit den 
unsrigen für ß, überein, wie dies Gl. (15) und (12) ja 
fordern. 

Zieht man zur Berechnung der Intensität y, der 


Erzeugung ebenfalls die ‚„Parabelmethode“ nach 
Gl. (12) zu Rate und vernachlässigt im Nenner 
aH? gegen ao?H, 


so findet man bei gegebenem Antennenstrom 


rn PL ne Baal 
KT JR er (0) vn D* l 23 BEN SENT 
PN ERSTEN RER 
Zu ewio)) 
D=a0©: Entfernung des Beobachtungsortes O vom 
Sender auf der Erdkugel. 


(16) 


P, und x, gehen bei Anwendung der Parabelmethode 
(fast) genau in die von SCHUMANN in [2] gefundenen 
Formeln über. 


Die Gl. (9) gibt uns das physikalische Bild eines 
Wellenzuges, der aus 2 Wellen (Indices 1 und 2) durch 
Superposition entstanden gedacht werden kann. Die 
alte, eingliedrige Formel von SCHUMANN können wir 
als ‚„‚Grundwelle‘“ (Welle 0) interpretieren. Nach (12) 
unterscheidet sich Welle 1 bei uns so gut wie nicht von 
der Welle 0. Sie spielt also physikalisch die gleiche 
Rolle. Welle 2 bei unseren Formeln ist dagegen als 
eine Art „erster Oberschwingung‘“ anzusehen [6] und 
[7]. Sie korrigiert die Grundwelle insbesondere für 
kürzere Wellenlängen als 150 km. Unsere Formel gilt 
bis etwa 70 km Wellenlänge. 


Die für kleinere A auftretenden Disharmonien 
zwischen alter und neuer Formel beruhen auf Vernach- 
lässigungen, die dort nicht mehr zulässig sind, weshalb 
das Näherungsverfahren zu verfeinern war. 

Aus Gl. (15) erkennen wir, daß bei der SCHUMANN- 
schen Formel (,‚Welle 0°) ebenso wie bei unserer 
„Welle 1“ #— 0 mit wachsendem A—- strebt. 

ß, dagegen besitzt etwa bei A = 100 km ein Mini- 
mum und geht für A=4, gegen Unendlich. Dies 
bedeutet einen Übergang in die alte Schumannsche 
Formel [2] von dieser Stelle ab. 

Wie es sein muß, ist der Dämpfungsfaktor ß, der 
Oberwelle 2 stets größer als ß, für die Grundwelle, was 
in der Tat im ganzen Intervall A, < A<< A, der Fall ist. 

Tabelle 3 gibt uns eine Übersicht uber die Größe 
der Intensität der Erzeugung. 

Die erste Kolonne gibt die Werte nach SCHUMANN, 
unter I finden sich die aus Gl. (9) gefundenen Werte, 
während unter II die Werte stehen, die nach Gl. (16) 
berechnet wurden. Auch hier wurde stets ZH =70 km 
und a =2/r: 10 000 km gesetzt. 


Abb. 2 gibt die Werte der Tabelle 3 im logarithmi- 
schen Maßstab gegen A. 


a 


N: — 


1 
S 


Zu 


og|ysin 9x 
SI 


[7 = 
40 60 & 700 120 740 


— 


760 km, 


Abb. 2. Intensität der Erzeugung als Funktion der Wellenlänge 4. 
x7 = Intensität der Erzeugung: 


te) 


= Mau 30%, 

2 a®H — aH® »;sin © Ar 
_120r e ,/ı 3/2 1-0) 92 H 2 9 (2ma\2/H\® 
Zn al aD [1- 2 ( A ) 31 ) A 

= 
=ı 
1, 2 
= rs ii 


Vgl. 61. (9) und G1. (16) 


k= = ; HZ = Höhe der Ionosphäre: 7 = 70km 
a = Erdradius: a = 2/r 10‘km. 
A,=40km; A,=180km: Grenzen des Intervalles, in dem die 
neue Formel gilt. 
= für Welle 2 nach Een 
1. (9) 


le = ” Er „ (9 
1lp= „ „ 1 „ Gl. (16) 
2er „ „ 2 „ Gl. (9) 
2P= ,„ ” 2 n Gl. (16) 


J = Antennenstrom; A = Antennenhöhe. 


Die Phasengeschwindigkeit unserer Wellen be- 
stimmt sich aus Gl. (9), aus der wir ersehen, daß die 
Welle Z die Wellenzahl 


IE 
MORIS: th 
ee 
besitzt, 
a RATEN um | | 
& d — or 
( | | an 
= 1 ag = h = 
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Wir erkennen: v)=c; vD wird> c, fällt aber Tabelle 5. 
wegen der Dämpfung ß, für A — }, fast plötzlich auf 0 
herab. Einen qualitativen Verlauf von > gibt Abb.3. 

Für die effektive Feldstärke (vgl. Gl. (10)) exi- 1/4 
stieren auch von anderen Autoren ähnliche Formeln. 37/8 
Mit ihnen wollen wir unsere Ergebnisse vergleichen: a]2 


mV 
1 eh 
r aı| m | “ 
nr 2; x zy — 900206 D 
_. 120 oO 1 1/H\/2na Vr 
7 Verl J. 12 
(18) 
Formel von SCHUMANN [2] 
| vl af... -u2 £ 
' m ei 7 40,6 19 
| en Se Vrs!re en |, 
Formel von Austin [8] und [11] Ele 
u —_- 0,005. D S, 
E m __ 120n 71,25 S 
vn | | "AD Ysin® AR 20} 
Formel von ESPENSCHEID [9] - “ 4 
v KEN TE 
m 0,145 Jh 2 7 
Formel von Zınke& [10]. 
ei 0 2500 3000 7600 m 10000 2500 ur 7500 km. 70000 
Up gr un 


Abb. 4. Abhängigkeit der Feldstärke von der Entfernung. 
Abszisse: Entfernung Din km gemessen. 
V 
Ordinate: Effektive Feldstärke: 10° Eros S [m 
[A m 


J = Antennenstrcm, R = Antennenhöhe. 
I nach SCHUMANN [2], III nach ESPENSCHEID [9], 


A II nach Austiv.[8], IV nach ZINKE [10], 
a Ay i V neue Formel, nach Gl. (9) und (10). 
Abb. 3. Qualitativer Verlauf der Phasengeschwindigkeit der Welle 2 70 
in Abhängigkeit von 4. 
In Tabelle 4 sind für A =40 km und / = 130 km 8 
Zahlenwerte der effektiven Feldstärke nach diesen 
Formeln zusammengestellt: 
6% 
Tabelle 4. SE 
In RS 
0 | 2 «m | I IT | III EV. v Sn, 
m en = 
/8 I 2500|5,14 |27,2 |34,9 17,45 |36,8 | ix 
r/& | 5000 |1,51 9,68[16,0 |4,34 | 6,15 = 
37/8 | 7500 10,5 | 4,6 [10,0 |3,08 | 6,15 Jh 2 IB ae 
/2 \10000 |0,178 | 2,67| 7,46|2,21 | 2,86 De 
a a a Tl 
für} = 40 km \ Je D-10001". | 
40 60 80 700 120 740 10km 
s/8 | 2500| 7,36 110,1 |11,8 |2,78 |13,4 mV A 
r/& | 5000| 4,18 | 4,5 | 6,9 [1,93 | 3,44 | re" Abb. 5.. Spektralverteilung der Feldstärke. 
3/8 | 7500| 1,82 | 2,51| 4,04|1,59 | 1,81: | M Abszisse: Wellenlänge A in km gemessen. 
x/2 |10000| 1,1 1,74| 3,36 |1,44 | 1,34 Jh Ordinate: 10° Ey eyj/Ih in mV /m 
für 130 k RS en Fee in Ampere 
uri= m — Höhe der Antenne in km. 
s Als Scharparameter ist die Entfernung D vom Sender gewählt. 
. . Die gestrichelten Kurven repräsentieren die Werte der Formel I 
Hierbei bedeuten: nach SCHUMANN, die ausgezogenen jene der neuen Formel V. 
I = SCHUMANN $ ö 
II — Avstın Durch die letzte Tabelle wird das Verschwinden 
III — ESPENSCHEID der Welle 2 für A—/, verifiziert, was einen Übergang 
IV — Zınk&E in die Scuumannsche Formel mit ihren Werten I 
V = neue Formel (nach Gl. (9)). bedeutet. 


i : : Zusammen fassung. 

Abb. 4 illustriert diese Tabelle. Auf Grund der Formeln von WATson und SCHU- 
Nach der Formel von SCHUMANN (I) und der neuen MANN wird eine neue Formel zur Berechnung der Aus- 

Formel (V) wurden außerdem die effektiven Feld- breitung von Dipolschwingungen sehr großer Wellen- 

stärken für A—=170km (Nähe der Obergrenze },) länge rund um die Erde abgeleitet. Während die 

‚berechnet: SCHUMANNsche Formel einen Wellenzug liefert (z. B. 
Z.f.angew. Physik. Bd.7. 6 
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für die radiale Feldstärke), erhalten wir hier deren 
zwei, welche einer Grundwelle und einer Oberwelle 
entsprechen. Die Grundwelle ist fast die gleiche wie in 
der Scnumannschen Arbeit, die Oberwelle jedoch kor- 
rigiert diese Formel insbesondere für kleinere Wellen- 
längen. Die neue Formel gilt nur in einem Intervall 
von etwa } = 40 km bis A = 180 km. Für 4 < 40 km 
versagt sie völlig, während sie für A > 180 km in die 
alte Scuumannsche Formel übergeht, was durch die 
unendlich starke Dämpfung der Welle 2 hervorgerufen 
wird, wenn A > 180 km geht. Wegen dieser Dämpfung 
steigt die Phasengeschwindigkeit der Welle2 am 


Ende des Intervalles sehr stark an — sie wird weit 
größer als Lichtgeschwindigkeit —, um aber dann 


fast unmittelbar auf 0 herabzusinken. 
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Demonstrationen zum zähelastischen Verhalten hochpolymerer Stoffe *. 


Von THuEoDoR GAsT. 


Mit 7 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 17. Juli 1954.) 


Es werden einzelne Schauversuche beschrieben, die 
geeignet sein dürften, das mechanische Verhalten 
hochpolymerer Verbindungen so zu beleuchten, daß 
der besondere Charakter dieser Stoffgruppe [1] deut- 
lich zutage tritt und die seiner Beschreibung dienen- 
den Modelle und mathematischen Funktionen an- 
schaulich werden. 


Abb. 1. Längsdehnung und Querkontraktion 
bei einem Kunststoffband. 


Wir gehen vom Zugversuch aus. Es ist wohlbe- 
kannt, daß ein Streifen aus beliebigem isotropem 
Material, den man durch Zugkräfte in der einen Rich- 
tung dehnt, sich quer dazu kontrahiert. Man sieht 
dies besonders deutlich bei einem Band aus schwarzem, 
hochelastischem Material (z.B. rußgefülltem Kau- 
tschuk), auf das man mit weißer Tusche einen Kreis 
gezeichnet hat. Dieser verformt sich bei Dehnung zur 
Ellipse. Um nun aber Dehnung und Querkontraktion 


* Vortrag auf der Physikertagung am 2.5. 54 in Stutt- 
gart. 


besser abschätzen zu können, wurde ein Bezugskreis 
angebracht, dessen Mittelpunkt stets mit dem Mittel- 
punkt der Figur auf dem elastischen Band zusammen- 
fällt. Dieser Bezugskreis ist — ebenfalls mit weißer 
Tusche — auf eine Astralonscheibe gezeichnet. Durch 
einen Reißnagel, der beide Kreismittelpunkte durch- 
bohrt, wird die richtige Lage der Schablone fixiert. 
Abb. 1 zeigt untereinander die Aufnahmen dieser An- 
ordnung im entspannten und im gedehnten Zustand. 

Zwischen Spannung ao und Dehnung e vermittelt 
das Hookesche Gesetz o, = &,E,E = Elastizitäts- 
modul und zwischen Dehnung und Querkontraktion 
die Poıssoxsche Zahl u. &, = & = — u £,. 

Diese Konstante liegt bei den uns geläufigen Werk- 
stoffen zwischen 0,2 und 0,5. Ist die Poıssoxsche Zahl 
gleich 0,5, so verringert sich der Querschnitt im gleichen 
Maß, wie die Länge wächst. Also bleibt das Volumen 
im Zug- und Druckversuch konstant. Dies ist bei den 
hochelastischen Stoffen der Fall, zu denen Naturpro- 
dukte wie Kautschuk und Guttapercha sowie manche 
lebenden Gewebe und viele Kunststoffe gehören. Hier 
ist die Kompressibilität im Verhältnis zur einseitigen 
Verformbarkeit durch Zug, Druck oder Schub sehr 
klein. In diesem Fall besteht zwischen dem Elastizi- 
tätsmodul E und dem Schubmodul @ die einfache 
Beziehung 

#==3@.. 


Ein Vergleich der E-Moduln verschiedener Stoffe 
zeigt den weiten Spielraum elastischer Eigenschaften. 


Stahl etwa 2 - 10% kp/cm? 
Holz / Faser etwa 0,1 10% kp/cm? 
Kautschuk etwa 10°—5 - 10% kp/cm?. 


Sehr viel kleinere Elastizitätsmoduln lassen sich durch 
den Einbau von Gasräumen in das elastische Material 
verwirklichen. 


Einflüsse von Zeit und T’emperatur auf den 
Deformationsvorgang. 
Ideal elastische Vorgänge verlaufen unverzögert, 
wenn nicht zur Auslenkung träge Massen beschleunigt 
werden müssen. Bei den Metallen und den kristal- 
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_ linen nichtmetallischen Werkstoffen sind die auf- 
tretenden Verzögerungen im allgemeinen nicht augen- 

fällig. Zu ihrer Feststellung bedarf es verfeinerter 
Meßmittel. Recht merklich ist aber — besonders in 
großen Bereichen — die Temperaturabhängigkeit des 
E-Moduls. 

Untersucht man die Verformungen, die unter ge- 
gebener äußerer Beanspruchung bei hochpolymeren 
Stoffen eintreten, dann stellt man sehr oft fest, daß sie 
von Zeit und Temperatur stark abhängig sind. So ist 
ein Band aus einem bestimmten Kunststoff (z. B. aus 
Polyvinylchlorid mit wenig Weichmacher) bei Raum- 
temperatur durch Zug von Hand kaum dehnbar, nach 
Eintauchen in kochendes Wasser läßt es sich recht 
weit ausziehen und kehrt bei Entspannen in die Aus- 
gangslänge zurück. Es ist wesentlich elastischer ge- 
worden. Schrecken wir es aber im gedehnten Zustand 
auf Raumtemperatur ab und entlasten es dann, so 
hat es merklich an Länge zugenommen. 

Wir spannen nun die Folie im gereckten Zustand 
zwischen ein festes Widerlager und ein elastisches 
Glied, z. B. eine ziemlich starre Blattfeder ein. Aus- 
lenkungen der Feder können mit Hilfe einer großen 
Meßuhr deutlich sichtbar gemacht werden. Diese 
zeigt somit die auf die Einspannung ausgeübte Kraft 
an. Erwärmen wir nun die Probe, so entsteht — ge- 
wissermaßen aus dem Material heraus — wieder eine 
Spannung und zwar rund die gleiche, mit der die Probe 
vor dem Abschrecken gedehnt gehalten wurde. Küh- 
len wir nun wieder ab, so ändert sich die angezeigte 
Spannung nicht wesentlich. Nur genügt jetzt eine 
kleine Verschiebung der Einspannung, um die Probe 
äußerlich zu entlasten. D.h. im kalten Zustand ist 
der E-Modul relativ hoch. Erneutes Erwärmen bringt 
noch einmal nahezu die ursprüngliche Spannung her- 
vor und das Spiel läßt sich öfters wiederholen. Offen- 
bar bewirkt eine kleine Längenänderung im warmen 
Zustand nur ein unbedeutendes Nachlassen der Span- 
nung, d.h. der E-Modul ist im erwärmten Zustand 
wesentlich kleiner als bei Raumtemperatur. Erhitzen 
wir die Probe zu stark, dann klingt der Spannungszu- 
stand ab. Das Material fließt. Das gleiche geschieht 
bei zu hoher Belastung im kalten Zustand. Dies läßt 
sich sehr schön auch an einem Band aus Polyäthylen 
zeigen, das sich bei Überlastung dehnt und dabei stark 
einschnürt (Abb. 2). 

Erhitzen wir unsere im Dehnungszustand abge- 
schreckte Probe, ohne sie einzuspannen, dann zieht sie 
sich rasch auf die Ausgangslänge zusammen. 


Ein einfaches mechanisches Modell zur Darstellung des 
Verhaltens einer hochpolymeren Probe. 


Modelle sind jederzeit nur Denkhilfen und ihre 
Anwendung stellt ein Durchgangsstadium dar. Einst- 
weilen ist es aber reizvoll und recht nützlich, das zäh- 
elastische Verhalten von Hochpolymeren durch Sy- 
steme von Federn und Dämpfern zu reproduzieren 
und elektrische Analogien aufzufinden. 

Das Modell für unsere Probe im Zugversuch be- 
steht aus einer relativ starren, rein elastischen Feder, 
welche die Elastizität im kalten Zustand wiedergeben 
soll. Sie ist der Einfachheit halber unmittelbar mit 
dem Modul E, bezeichnet. An sie ist eine zweite, 
wesentlich weichere Feder angehängt, die das stark 
veränderte Verhalten im erwärmten Zustand wieder- 
gibt, das wir „Hochelastizität“ nennen wollen. 


Schließlich ist noch ein Dämpfer angebracht, dessen 
zähflüssige Füllung ein Bewegungsgesetz =. ge- 
währleisten soll. Hierin hat n den Charakter Ss 
Dämpfungskoeffizienten. Als Stoffkonstante bedeutet 
es die innere Reibung oder Zähigkeit. Dieser Dämpfer, 
kurz durch n, gekennzeichnet, soll den Fließvorgang 
reproduzieren. Nun fehlt noch ein mit 7, bezeichneter 
Dämpfer parallel zur zweiten Feder, während wir auf 
ein Dämpfungselement parallel zu Feder 1 im allge- 
meinen verzichten dürfen. Im kalten Zustand sind die 


Abb. 2. 


Fließen und Einschnürung bei Polyäthylen. 


Zähigkeiten n, und n, sehr groß. Spannt man das 
System, dann wird praktisch nur die starre Feder 1 
ausgelenkt. Der E-Modul ist hoch. Beim Erwärmen 
„taut‘“ jetzt Dämpfer 2 „auf“. Nun kann der hoch- 
elastische Mechanismus, das sog. ‚VoIgT-Element‘, 
gespannt werden. Der Elastizitätsmodul ist jetzt sehr 
viel kleiner als im Ausgangszustand. Schließlich er- 
reicht die Temperatur einen Wert, bei dem die Zähig- 
keit soweit abgenommen hat, daß der Dämpfer merk- 
lich nachgibt. Kühlt man im gestreckten Zustand ab, 
dann wird zunächst der Dämpfer n, blockiert. Dann 
friert der zur Feder 2 liegende Dämpfer 7, ein und 
sperrt die Rückfederung des hochelastischen Mechanis- 
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Abb. 3. Mechanische Modelle eines zäh-elastischen Stoffes. 

a) Reine Elastizität [Feder] mit verzögertem hochelastischem Verhalten 
[VoıGT-Element] verbunden mit Fließvermögen [Dämpfer]; 

b) Mathematisch äquivalentes Modell aus zwei MAXWELL-Elementen. 


mus. Nur Feder 1 bleibt im wesentlichen unbeeinflußt, 
wenn auch der sie kennzeichnende Modul Z, ein wenig 
von der Temperatur abhängt. Befreit man die Probe 
im kalten Zustand aus ihrer Einspannung, so ent- 
spannt sich zunächst Feder 1. Erwärmt man, dann 
taut Dämpfer 2 erneut auf und der hochelastische 
Mechanismus entspannt sich. Somit kehrt das ge- 
samte System bis auf die verbleibende Auslenkung 
des Dämpfers wieder in die Ausgangslage zurück. 
Hält man die Anordnung nach dem Einfrieren im ge- 
streckten Zustand und erwärmt, dann wird in dem 
Augenblick, in dem der Dämpfer n, nachgiebig wird, 
eine Spannung bemerkbar, die sich auch auf Feder 1 
auswirkt. Kühlt man wieder ab, dann wird der 
Dämpfer 2 erneut festgelegt. Feder 1 bleibt gespannt. 
Ein kleines Nachstellen des Widerlagers läßt die 
Spannung verschwinden. Neues Erwärmen setzt 
Mechanismus 2 frei. Die Spannung kehrt wieder. So 
läßt sich die im hochelastischen Mechanismus ge- 
speicherte Energie schrittweise an den niederelasti- 
schen Mechanismus übergeben und freisetzen. 
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Molekulare Ausdeutung und Abwandlung des Modells. 


Nachdem wir ein qualitatives und nur in be- 
grenztem Bereich brauchbares Modell für das mecha- 
nische Verhalten von Kunststoffen entwickelt haben, 
fragen wir jetzt nach den inneren Ursachen für die 
unverzögerte Elastizität im kalten Zustand, die durch 
einen Dämpfungsmechanismus modifizierte Hoch- 
elastizität und das Fließen. Folgende Deutung ist ge- 
bräuchlich: Feder 1 entspricht den Verformungsmög- 


festes Widerlager 
Kunststoffprobe 
5 | 1, | 12 5 
Ersafzbild 


Kugellager 


Abb. 4. Schauversuch zum Erinnerungsvermögen. 


lichkeiten durch Verbiegen und Dehnen von Haupt- 
valenzbindungen. Die zweite, Feder bzw. die hoch- 
elastische Verformung kommt durch Entknäueln der 
für gewöhnlich statistisch geknäuelten Makromoleküle 
zustande. Zur Einstellung des Gleichgewichtszustan- 
des ist bei diesem Vorgang erheblich mehr Zeit erfor- 
derlich, als beim ersten. Verformung und Rück- 
federung folgen Exponentialgesetzen mit Zeitkon- 
stanten 7; = n;/E;, wobei n, eine für den Mechanismus 
gültige Viskosität, E, den für ihn geltenden Modul be- 
deuten. ; wird Retardationszeit genannt. Diesem 
System ist in mathematischer Beziehung ein zweites 
gleichwertig, das aus zwei parallel liegenden Serien- 
schaltungen von Feder und Dämpfer, sog. ‚„MAXWELL- 


= 


t 


Abb.5. Schaltung und Spannungsverlauf für das elektrische Analogon 
zum mechanischen Gedächtnis. 


Elementen“, besteht. Jede Serienschaltung hat ihre 
eigene Relaxationszeit, welche die Zeitkonstante für 
das Abklingen von Spannungen darstellt. (Siehe 
Abb. 3 unten.) Praktisch reicht jedoch ein System mit 
nur zwei Relaxationszeiten nicht aus, um das Ver- 
halten eines hochmolekularen Stoffes zu beschreiben. 
Man muß vielmehr annehmen, daß sich die Gesamt- 
verformung auf eine Vielzahl von VoıGT-Mechanismen 
verteilt, bzw. die Gesamtspannung von einer großen 
Anzahl von MAxweı-Elementen aufgenommen wird. 
Jeder Mechanismus hat seine eigene Retardationszeit 
bzw. Relaxationszeit. Man sagt, daß ein Spektrum 
von Relaxations- oder Retardationszeiten vorliegt. 
Das durch den Dämpfer n, dargestellte Fließen er- 
klärt man sich durch Aneinandervorbeigleiten von 
Makromolekülen, deren Querverbindungen durch 
stärkere Temperaturbewegung aufgelöst sind oder 
übergroßer Belastung nicht standhalten. 
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Mechanisches Gedächtnis und zugehöriges 
elektrisches Analogon. 


Es ist aus der Verarbeitung und Anwendung von 
Kunststoffen bekannt, daß diese ein Erinnerungsver- 
mögen an frühere Verformungszustände besitzen, das 
bei Erwärmung oder auch schon im kalten Zustand in 
erwünschter oder noch öfter unliebsamer Weise in Er- 
scheinung tritt. Um ein solches Verhalten zu erklären, 
genügt bereits ein Modell mit nur zwei Retardations- 
zeiten, die indessen möglichst weit auseinander liegen 
sollen. | 

Zur Darstellung eignet sich besonders gut der Tor- 
sionsversuch [3]. Man spannt einen Schlauch oder 
Rundriemen aus zähem Kunststoff, z. B. aus weich- 
gestelltem PVC zwischen ein Widerlager und eine 
möglichst reibungsarm gelagerte Welle ein, die einen 
Zeiger trägt. Dieser spielt vor einer Kreisbogenskala. 
Man lenkt zunächst um 180° nach der einen Seite aus 
und hält die Welle in diesem Zustand etwa zwei Mi- 
nuten fest. Dann dreht man rasch nach der Gegen- 
seite um 360° und läßt sogleich die Welle frei. Der 


Zeiger kehrt rasch in die Nullstellung zurück, wandert | 


weiter in die ursprüngliche Drehrichtung hinein und 
kehrt von einem Maximum aus sehr langsam wieder 
auf null zurück. Wir verstehen das Verhalten sofort 
bei Betrachtung des Ersatzschaltbildes. Beim Ver- 
harren in der ersten Auslenkung werden sowohl der 
Mechanismus 1 mit kurzer Retardationszeit als auch 
das Element 2 mit langsamer Einstellung weitgehend 
gespannt. Kehrt man die Auslenkung um, dann über- 
nimmt Mechanismus 1 praktisch die gesamte Form- 
änderung, da Mechanismus 2 nicht rasch genug nach- 
kommen kann. Läßt man nun die Welle frei, dann 
entspannt sich das erste Element rasch, während im 
zweiten noch immer die ursprüngliche Verformung 
besteht, die nur sehr langsam abklingt. So „erinnert“ 
sich das Material an frühere Verformungszustände, 
und zwar um so deutlicher, je länger diese bestanden 
haben. Diese Erscheinung läßt sich mit Hilfe des 
BOLTZMANnNschen Superpositionsgesetzes mathema- 
tisch formulieren. Sie besitzt indessen auch eine elek- 
trische Entsprechung. Wir sehen dies aus folgendem 
Versuch (Abb. 5). 

Wir verwenden als elektrisches Modell zwei Reihen- 
schaltungen aus Kondensatoren und Widerständen mit 
sehr verschiedenen Zeitkonstanten, die z. B. 2 sec und 
100 sec betragen. Die beiden Ketten werden parallel 
geschaltet und die anliegende Spannung wird mit 
einem Voltmeter, dessen Nullpunkt in Skalenmitte 
liegt, beobachtet. Das System sei mit einer Span- 
nungsquelle von einigen Volt verbunden. Nach zwei 
Minuten polen wir die Spannungsquelle um, lassen 
den neuen Zustand kurz bestehen und trennen dann 
die Verbindung ab. Der Ausschlag des Voltmeters 
verläuft nunmehr nach der unten gezeichneten Kurve 
ganz entsprechend wie der Zeigerausschlag im mecha- 
nischen Versuch. In unserem elektrischen Modell 
entspricht die Spannung der mechanischen Aus- 
lenkung, die Kondensatoren entsprechen den Federn 
des mechanischen Modells und die Widerstände den 
Dämpfern. Um den Vergleich zu vervollständigen, 
muß die Rolle der mechanischen Spannung von der 
Ladung übernommen werden. Bei den bisher be- 
trachteten Vorgängen dürfen wir wegen der relativ 
langen Versuchszeiten und geringen Beschleunigungen 
die Massenkräfte vernachlässigen. Dies ist bei rasch 
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laufenden Vorgängen nur dann erlaubt, wenn man 
für sorgt, daß mögliche Eigenschwingungen der 
obe und ihrer Prüfvorrichtungen sehr viel höhere 
requenzen besitzen, als die Komponenten einer 
URIERZerlegung des Verformungsvorgangs. 


Mechanische und elektrische Hysteresisschleife. 


Die zunächst äußerliche Analogie zwischen mecha- 
nischen und elektrischen Ausgleichsvorgängen ge- 
winnt physikalischen Gehalt beim Vergleich der 
mechanischen und elektrischen Hysteresisschleife. 
Diese Gegenüberstellung kann wirkungsvoll an ein 
und derselben Probe geschehen, wenn man im Tor- 
sionsversuch mit den folgenden Hilfsmitteln arbeitet. 
Die Probe wird zwischen ein möglichst starres oder 
mit großem Trägheitsmoment behaftetes Widerlager 
und einen kleinen quermagnetisierten Ferritzylinder 
eingespannt. Der Magnet kann durch ein Wechsel- 
feld zu Torsionsschwingungen angeregt werden. Das 
Drehmoment, welches auf den. Magneten ausgeübt 
wird, ist in jedem Augenblick dem Erregerstrom pro- 
portional. Führt man diesen über einen konstanten 
Widerstand zu, so entsteht hier ein dem Drehmoment 
proportionaler Spannungsabfall, den wir dazu be- 
nützen, den Elektronenstrahl eines BrAunxschen 
Rohres horizontal auszulenken. So ist die x-Kor- 
dinate in Einheiten des Drehmomentes eichbar, wenn 
wir die Massenkräfte des Magneten zunächst ver- 
nachlässigen. Den Torsionswinkel können wir folgen- 
dermaßen auf die senkrechte Ablenkung des BRAUN- 
schen Rohres übertragen: Am Magneten ist eine kleine 
Spule befestigt, die je nach ihrer Orientierung im Feld 
einer festen, mit Hochfrequenz gespeisten zweiten 
Spule ein mehr oder weniger großes Hochfrequenz- 
signal empfängt. Dieses wird gleichgerichtet und über 
einen Verstärker der senkrechten Ablenkung des 
Braunschen Rohres zugeführt. Man stellt die Dreh- 
spule von vornherein schräg zur HF-Feldspule, um 
eindeutige Winkelübertragung zu gewährleisten, oder 
wendet phasenabhängige Gleichrichtung an. Nun 
kann die y-Achse in Einheiten des Torsionswinkels 
beziffert werden. Bei periodischer Erregung be- 
schreibt der Leuchtfleck eine Drehmoments- bzw. 
Schubspannungs-Torsionsschleife, welche der Span- 
nungs-Dehnungsschleife des Zugversuchs entspricht. 
Wir stellen fest, daß diese die Form einer Ellipse hat. 
Lage und Achsenverhältnis lassen sich theoretisch 
vorhersagen, wenn die Frequenz der sinusförmigen 
Anregung gegeben und das Relaxationsspektrum be- 
kannt ist. Die Neigung tg«& der Achsen der Ellipse 
gegen das Kordinatenkreuz entspricht der Nach- 
giebigkeit 1/@ der Probe, der Flächeninhalt ist ein 
Maß für die im Zyklus geleistete Arbeit. 

Mit steigender Frequenz gewinnen das Trägheits- 
moment des Magneten und der an ihm befestigten 
Teile an Einfluß. Der hierdurch verursachte Fehler 
läßt sich ausgleichen, wenn man von der Spannung an 
der waagerechten Ablenkung des Öszillographen in 
jedem Augenblick einen Betrag subtrahiert, der dem 
aus Winkelbeschleunigung und Trägheitsmoment 
resultierenden negativen Drehmoment entspricht. 
Diese Korrektur läßt sich schaltungstechnisch ohne 
besondere Schwierigkeiten verwirklichen. 

Erwärmt man die Probe, dann werden mehr und 
mehr eingefrorene elastische Mechanismen frei, die 
Torsion bei gegebenem Drehmoment wächst und 


die Schub-Torsionsfigur richtet sich auf. Gleichzeitig 
vergrößert sich der Flächeninhalt, weil die durch zähe 
Reibung umgesetzte Arbeit größer wird. Bei Abküh- 
lung zieht sich die Ellipse wieder zusammen und dreht 
sich in die Ausgangslage zurück. Für den Schauver- 
such wurde ein Material gesucht, bei dem in bequem 
zugänglichem Temperaturbereich deutliche Verände- 
rungen eintreten (Astralon). Dieses enthält Dipole, 
die seitlich an den Kettengliedern der Makromoleküle 
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Abb. 6. Aufzeichnung der Drehmoment-Torsionskurve 
mit BRAUNschem Rohr. 


sitzen. Bei Erwärmung nimmt die Beweglichkeit 
dieser Gruppen zu und man darf vermuten, daß sich 
die Dielektrizitätskonstante in ähnlicher Weise ändert 
wie die mechanische Nachgiebigkeit [4]. Jedenfalls 
wäre es wünschenswert, mit dem mechanischen Ver- 
such gleichzeitig eine dielektrische Beobachtung zu 
verbinden. Dies kann auf folgende Weise geschehen: 
Man versieht die eingespannte Kunststoffprobe mit 
zwei sehr dünnen, am besten aufgedampften Metall- 
belegungen, die den mechanischen Vorgang nicht 
stören. Obere und untere Einspannungen dienen als 
Stromzuführungen an den so gebildeten Kondensator, 


Normal- 
kondensator 


Proben- 
Kondensator 


Abb. 7. Schaltung: zur Aufzeichnung der Elektrisierungsschleife 
mit dem BrAuNschen Rohr. 


der die Probe als Dielektrikum enthält und die Kapa- 
zität O', besitzen soll. Man legt CO, mit einer Normal- 
kapazität Cy in Reihe an eine Wechselstromquelle an. 
Weiter wird die an C, abfallende Teilspannung zur 
horizontalen, die an Cy liegende Restspannung zur 
senkrechten Auslenkung eines Elektronenstrahls im 
Kathodenstrahloszillographen benützt. Durch einen 
Folgeverstärker erreicht man, daß das Potential am 
Verbindungspunkt der Kondensatoren ohne störende 
Belastung des Kondensatoren-Stromkreises auf den 
Verbindungspunkt der Plattenpaare übertragen wird. 
Daher gilt in jedem Augenblick für die auf CO, und Cy 
befindlichen Ladungen 


= =N. 
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Bedeuten F die Probenfläche, D, die Verschiebungs- 
diehte im Kondensator C,,, u, und u, die Teilspan- 
nungen an CO, und C\y, so gilt „= (y-F: D,, und 
da wir w, auf die waagerechte, u, auf die senkrechte 
Ablenkung wirken lassen, erscheint als Schirmbild 
D,= {(E,), wobei E, die Feldstärke im Probenkon- 
densator ist. Diese Figur ist im allgemeinen eine 
Ellipse, deren große Halbachsen gegen das Koordi- 
natenkreuz um einen Winkel a geneigt sind, für den 
tga = Be gilt, wenn e die Dielektrizitätskonstante 
der Probe und B eine Konstante bedeuten. Der Inhalt 
der Ellipse entspricht der im Zyklus geleisteten Arbeit, 
mithin ist das Achsenverhältnis ein Maß für den Ver- 
lustfaktor. 

Erwärmt man die Probe, dann dreht sich die Schleife 
und bläht sich gleichzeitig auf. Mit zunehmender 
Temperatur erhöht sich die Beweglichkeit der Dipole 
und damit wächst die Polarisierbarkeit an. Gleich- 
zeitig nimmt aber auch der Betrag der durch zähe 
Reibung verbrauchten Energie zu. Außerdem wird 
— besonders bei niedrigen Frequenzen — ein zusätz- 
licher Verlustfaktor durch Leitungsströme bemerkbar. 
Diese stehen in einer gewissen Analogie zum mechani- 
schen Fließvorgang, bei dem ebenfalls eine Diffusion 
in einer Vorzugsrichtung erfolgt, wenn auch die Größe 
der diffundierenden Teilchen, hier Ionen, dort Makro- 
moleküle recht verschieden ist. Die Anordnung ist 
außer zu Demonstrationsversuchen bei sorgfältiger 
Wahl der Schaltelemente in einem verhältnismäßig 
weiten Frequenzbereich grundsätzlich auch zu quan- 
titativen Bestimmungen brauchbar. 


Über die Meßgenauigkeit von Teilstrahlungspyrometern in der Mired-Skala. 
Von JoacHım EULER. 


Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 3. Juni 1954.) 


A. Vor etwa 30 Jahren hat Priest [1] die nach ihm 
benannte Regel aufgestellt, wonach man bei Farb- 
pyrometern eine Meßgenauigkeit erzielen kann, die 
durch einen konstanten Fehler der reziproken Tempe- 
ratur A(1/7) vonrund 0,5 bis 1,0..10-% (1/°K) festgelegt 
ist. In den folgenden Jahren ist von Priest [2], H.P. 
GAGeE [3], R. S. Estey [4] und K. S. WEAVvER [5] dar- 
auf hingewiesen worden, daß für die Pyrometrie ganz 
allgemein die reziproke 1/7-Skala wesentlich bequemer 
ist, als die normale, lineare T-Skala. Die Vorteile 
rühren daher, daß in der Pranckschen Strahlungs- 
formel 1/7 im Exponenten vorkommt. 

Tatsächlich wirddurch dasnotwendige Bilden der re- 
ziproken Werte das numerische Rechnen mit 7 sehr er- 
schwert. Dagegen schreiben sich mit den Reziprokwer- 
ten R—=1/T die meisten Formeln wesentlich einfacher. 

So erhält man für die reziproke Farbtemperatur 
Ry, die aus zwei schwarzen Temperaturen S, und 8, 
bzw. den Reziprokwerten Rg, = und Rs, =. be- 

2 
rechnet werden soll, 
R, u Rsı—n. Rs, 


’ 
vı—», 


> 1 Ihe: : x 
worin 9, =- und », FB die reziproken Wellenlän- 
1 2 


gen, also die Wellenzahlen sind. 


Den aufgeführten Versuchen liegen einfache M: 
dellvorstellungen zugrunde, deren mathematisch 
Auswertung sich in begrenzten Bereichen der ein 
gehenden Parameter praktisch bewährt hat. In de 
letzten Jahren sind die Vorstellungen über den mole 
kularen Hintergrund der mechanischen und thermi 
schen Eigenschaften verfeinert worden. So genüge 
zur mathematischen Darstellung von Elastizität un 
Fließen vielfach nicht mehr lineare Beziehungen, son- 
dern man muß Potenzreihen zu Hilfe nehmen, um 
theoretischen Voraussagen und experimentellen Be- 
funden gerecht zu werden. Die behandelten Schau- 
versuche sind nur zur ersten Einführung gedacht, und 
man darf allenfalls hoffen, daß sie die Grundlagen für 
verfeinerte Vorstellungen durch Anschaulichkeit festi- 
gen helfen. 

Zusammenfassung. 


Unter Anwendung einfacher mechanischer und 
elektrischer Modelle werden Schauversuche zum Ein- 
fluß von Zeit und Temperatur auf den Deformations- 
vorgang hochpolymerer Stoffe sowie zur Analogie 
zwischen mechanischem und elektrischem Verhalten 
beschrieben. 


Literatur. [1] MÜLLER, F. H.: Kolloid-Zeitschrift 123, 65 
(1951). — [2] TURNER, A.: Mechanical Behavior of High Poly- 
mers, Interscience New York 1948. — [3] Diss. H. FRicKE, 
Göttingen 19021. — [4] WoLr,K.: Kunststoffe 41, 2 (1951). 

Prof. Dr.-Ing. THEODOR GAST, 
Institutfür technische Physik der T. H. Darmstadt. 


1 Für den Hinweis auf [3] danke ich Herrn Dipl. Phys. 
H. A. FLockr. 


Ein weiterer Vorteil der Reziprokskala ist von 
J.W.T.WALsE in seinem Buch [6] niedergelegt worden. 
Verändert man den Meßbereich eines Pyrometers, 
z.B. durch ein Graufilter, so ist für jeden Punkt der 
Eichkurve 7 eine neue Temperatur 7’ zugeordnet nach 


1 1 1 
oder, wenn man D durch Temperaturmessungen T, 
und 7, ermittelt 

4 

En l:D 7 
1 1 1 


1 
bzw. Er ee; T, 


st. 
ı T, 


und in der reziproken Skala einfach 
R—-R=R—R,. 


Die Eichkurve verschiebt sich demnach in der Rezi- 
prokskala um ein konstantes Stück für alle Tempera- 
turen. Da außerdem im Gültigkeitsbereich des BEER- 
schen Gesetzes 


De InD=-—ad 
ist, muß die Verschiebung der Eichkurve proportional 


zur Dicke d bzw. zum Absorptionskoeffizienten & des 
Grauglases sein. 


bzw. 


- Aus rein praktischen Gründen scheint also die 


reziproke Temperaturskala im Gebrauch recht an- 
| im zusein. Man hat Sn vor 20 j ahren als Maß 


diese Skala das Mired = (10% —_ 


Dennoch findet man ae in der ne 
Literatur kaum Temperaturen in Mired angegeben. 
Der Grund ist zweifellos der, daß die Vorteile nur in 
seltenen Fällen ausgenutzt werden, zumal geeignete 
Nomogramme zur Verfügung stehen (s. z. B. [7]). Erst 
in letzter Zeit hat FÖRSTERLING [8] wieder auf diese 
kala aufmerksam gemacht. 


If Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einige Ergeb- 

‚nisse, die über die Meßgenauigkeit von Teilstrahlungs- 

 pyrometern gewonnen werden konnten [9], in der 1/7'- 

Skala darzustellen und die dabei auftretenden Pro- 
 bleme und Vorteile aufzuzeigen. 


x) eingeführt. 


| B. a eetene von der prozentualen Unterschieds- 
schwelle © ZJ des menschlichen Auges für Glühfaden- 


[10] erhält man eine Unterscheidungsmög- 
lichkeit für Temperaturunterschiede AT bei quasimo- 
 nochromatischer (d. h. durch Filter eingeengter) Inten- 

| sitätspyrometrie von 

| A AJ exp(/AT)—1 
I Ta ee; N N 

| ma oJ exp (c,/AT) 


worin c, —=1,438 cm Grad die zweite Konstante der 


Prancxschen Strahlungsformel und A die Wellenlänge 
inemsind. Der e-Potenzenbruch auf der rechten Seite 


>1) 


praktisch mit 1 identisch. Zwischen einem Beobach- 
tungsfehler AT und dem korrespondierenden Fehler 


in der reziproken Skala A 4 —=AR besteht der 


Ei im Bereich der Wırnschen Näherung (er 


pa" 
eine konstante Schwelle — auch AR konstant sein 


Zusammenhang AR = AT, so daß also für 


müßte. Tatsächlich ist für Teilstrahlungspyrometer 
oberhalb einer bestimmten Temperatur eine an- 
nähernd konstante Schwelle vorhanden, wie aus Abb. 1 
hervorgeht (z. T. nach 9). Die Meßfehler eines Pyro- 
meters setzen sich aber aus vielen Einflußgrößen zu- 
sammen. Neben der Schwelle sind noch die Fehler 


Tabelle 1. Zusammenwirken der einzelnen Fehler bei einem tech- 
nischen Glühfadenpyrometer, vgl. [9]. Meßbereich bei 1400 °C unter- 
teilt. Die Eichung wird vor einer Bandlampe vorgenommen, die mit 

_ einem Strommesser der Klasse 0,2 eingestellt wird, der bei 1400 bzw. 
2000 °C den Vollausschlag zweier Meßbereiche erreicht. 


Fehler durch 
Strommesser 


Unterschieds- 
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durch den Strommesser, die Kalibrierfehler und die 
reinen Ablesefehler von Einfluß. Nur in Ausnahme- 
fällen ist zu erwarten, daß die Fehler der Schwelle über- 
wiegen. Die übrigen Fehler haben aber im allgemeinen 
einen völlig anderen Verlauf und lassen daher die Ver- 
mutung, daß die Meßfehler sich in der Miredskala be- 
sonders einfach darstellen ließen, a priori unrichtig 
erscheinen. 


Tabelle 1 gibt einen Überblick über das Zusammen- 
wirken der einzelnen Fehlerursachen bei einem tech- 
nischen Glühfadenpyrometer. Wie man erkennt, über- 
wiegen die Anteile von Meßinstrument (und Pyro- 
meterlampe) und die Eichfehler bei weitem. Setzt 
man für die Abhängigkeit des Stromes ö der Pyro- 
meterlampe näherungsweise! 


— 84,4 + 14,77 £ 10-12 74 
bzw. 


dT 


7 — 16,5: 109 7-5 (T in "K) 


di (i in mA) 


Su 


% 


R 


Zinstellsicherheit 


0 ee A See 
600 700 800 300 000 TO 1200 7500 00 7600 7600 TOD 7800 100°. 2000 
/emperafur 


Abb.1. Visuelle Einstellgenauigkeit in % der Leuchtdichte (Schwelle) 
in Abhängigkeit von der Temperatur für ein Präzisionspyrometer (gestrichelt) 
und für ein technisches Fadenpyrometer gleicher Durchlässigkeit (ausgezogen) 
z. T. nach [11]. 


so erhält man für den Temperaturfehler, der durch das 
Meßinstrument bedingt ist 
AT = .n—-# (er) DR 
di di Ihn 
der relative Strommeßfehler des Meß- 
v 

instrumentes beim Vollausschlag, d.h. seine Fehler- 
klasse und ;, ist der beim Vollausschlag gemessene 
Strom. Mit den o.a. numerischen Werten hat man 


dann beispielsweise bei 0,2% Fehler und 200 mA 
Vollausschlag: 


7 —=16.5.1027°°°0.002-200 —6,89:1057 72, 
Man erhält also für diese Fehler keine Konstanz 


in der Reziprokskala sondern einen Abfall mit 
27% 


Pa Ai 
Darin ist | — 
tv 


er ea ) S2 Strommesser Strommesser Die Eichfehler setzen sich wieder aus zwei 
9) KiamelEinue id | Ziasee 0,2 Be 03 Teilen zusammen, der Schwelle und einem In- 
0,2 | 0,5 (°C) | grün | rot | grün strumentenfehler. Hier gelten also die gleichen 

9 Überlegungen wie oben. 

800 | 2,9 e Br = 2. ne Te m Trägt man nach Abb. 2 die drei Fehler- 
1000 | 13 | 0,7 | 33| 83147) 59, 58 | 96 | 9,6  ursachen einzeln als Funktion der Temperatur 
1200 | 0,8 ZO EaI 53 |20rT 52 | 701 7,0 auf, so erkennt man den geschilderten Verlauf. 
1400 | 1,0 | 13 | 16 | 4,0|4,6| 50 | 5,1 | 6,2 | 6,2 Dabei ist ein technisches Glühfadenpyrometer 
1500 | 12 | 1,5 | 43 | 10,8] 6,5] 7,9 | 7,9 | 13,6 | 12,7 mit Rotfilter und einem Instrument Klasse 0,2 
1700 | 15 | 1,8 | 34 | 8,4|6,4| 7,4 | 7,5 | 10,6 | 10,7 als Beispiel gewählt worden. Abb. 2 stimmt mit 
1 = | 33 ee au . = 2 2 “ den Angaben in Tab. 1 überein. Man erkennt, 
2000 | 1,9 2,4 | 2,6 | 6,6] 6,6] 7,3 7.5 9,5 9,6 1 nach Angaben von JAGERSBERGER[11] berechnet, 
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daß man sogar hier bei großzügiger Auslegung mit 
annähernd konstanten Fehlern in der 1/7-Skala 
rechnen kann. Im unteren Teil der Abb. 2 ist 
z.B. das Gebiet zwischen 1,5 < R < 2,5 gesondert 
eingetragen. Im oberen Teil der Abb. 2 korrespondiert 
damit ein ansteigendes Gebiet, das die große Unsicher- 
heit der Angabe AR = konst. in der 1/T'-Skala zeigt, 
wenn man sich auf °K bezieht. 


Au + 
nn 
H SE BE 
0 lm ei Me ern. 
600 800 7000 7200 7400 1600 7800 °C 2000 
Temperatur 
70 
ek 
At AR 7241 
FE 
6 
L N 
Ss | 
ee . 
4 
zZ | SR A 
> N L ! N: 
Äl HH 


0 
600 


800 


7000 20 1400 7800 °C 2000 


Temperatur 


7600 


Abb. 2. Zusammenwirken der einzelnen Fehlerursachen bei einem technischen 

Fadenpyrometer in linearer Temperaturskala (oben) und Gesamtfehler in 

reziproker Temperaturskala (unten). Die Bereiche des Strommessers Klasse 

0,2 für den Pyrometerlampenstrom (und ebenso für den Bandlampenstrom 

beim Eichen) sind so gewählt, daß für 1400 bzw. 2000° C Vollausschlag erreicht 

wird. Die punktierten Übergänge zwischen den Meßbereichen sind geschätzt. 
Die gestrichelten Gebiete in beiden Darstellungen korrespondieren. 


In anderen Fällen kann der 
Konstanzbereichwesentlichenger 
sein. Zunächst zeigt Tab. 2 die 


Tabelle 2. Unterschiedswelle n und dadurch hervorgerufene 


Temperaturmeßfehler AT in der linearen und AR in der 
reziproken Temperaturskala für ein Präzisionsglühfadenpyro- 
meter. Die Schwankungen von AR oberhalb von 1100 (rot) bzw. 
1300° © (grün) sind durch Meßfehler bei der experimentellen 
Bestimmung von AT bzw. durch Abrundungsfehler bei AT zu 

erklären. i 


i = 6500 AE (rot) = 5400 AE (grün) 


Tempe - [Schwelle Schwelle 
ratur |4J , Me ßfehler AL... Meßfehler 
TR |rem| zarm | 79 |r em) zurm 
700 | 50 | 2,2 |2,32.10-°| 10 5,3 |5,67.10-® 
800 | 2,7 | 1,4 |1,20 6,0 29 2,50 
900 | 1,4 | 0,9 [0,65 3,5 1,9 1,38 
1000 0,7 0,7 1043 23,1 1,3 0,80 
1100 0,4 0,5 | 0,26 1,2 070037 
1200 0,4 0,4 |0,18 0,7 0,5 10,23 
1300 | 0,4 | 0,5 [0,20 0,6 0,4 0,16 
1400 | 0,4 | 0,5 [0,18 0,5 0,4 0,13 
1500 | 04 | 0,6 [0,19 0,4 0,4 10,11 
1600 ! 04 | 0,7 !o,20 0,4 0,5 10,14 
1700 | 04 | 0,7 0,18 0,4 0,5 |0,13 
1800 0,4 0,8 |0,19 0,4 0,6 0,14 
1900 | 04 | 1,0 1021 0,4 0,7 10,15 
2000 | 0,5 | 1,2 10,23 0,4 0,8 0,15 


0,5% abnehmenden Schwellen entsprechend niedrige 
Werte für AR. 


Tab.3 zeigt die absoluten Gesamtfehler des gleichen 
Instrumentes in der 1/7T’-Skala. Bei Verwendung eines 
Strommessers der Klasse 0,2 überwiegen die Fehler des 
Meßinstrumentes so stark, daß man sich nur schwer 
entschließen kann, ein Gebiet mit konstantem AR 
auszuwählen. Die Schwelle ist hier noch kleiner als bei 
dem. oben beschriebenen technischen Pyrometer. Ins- 


Tabelle 3. Absolute Gesamtfehler eines Präzisions-Glühfaden- 
pyrometers in linearer und reziproker Skala. Meßbereich des 
Anzeigeninstrumentes bei 1400°C unterteilt. Für den 
Kompensator ist ebenfalls Fehlerzunahme nach 


{ Ai i : 
Al — (7) - i, angenommen, vgl. dazu Seite 87. 
i 
© 


Die Kalibrierung erfolgt vor einem an den Goldpunkt usw. angeschlossenen Sekun- 
därnormal, dessen Stromstärke mit einem Kompensator nahezu fehlerfrei gemessen 
wird. Darum ist der Kalibrierfehler im wesentlichen die dreifache Schwelle. 


durch die Unterschiedsschwelle absoluter Gesamtfehler ge 
hervorgerufenen Fehler an einem Tempe Strommesser Kl. 0,2 Kompensator Kl. 0,05 
Präzisionsglühfadenpyrometer ratur = = 
mit optisch sehr hoher Qualität. (°C) un = Ha _ 
Sie ist in AT und AR für die = ee Me EL un a Be 
Wellenlängen 5400 (grün) und 
6500 AE (rot) angegeben. Wie 700 13,3 |14,0-10-°5| 9,1 |9,6-10-% | 10,9 |11,5.10-6° 5,0 | 5,3.10-6 
man erkennt, ist etwa oberhalb 800 8:3..12.7.6 TINO, 6,0 ı 5,2 3.07) 2,6 
von 1300° C mit einigermaßen 900 6,7 | 4,8 5,8 |4,2 4,1 | 2,9 2,4 | 1,74 
konstanten Werten von AR zu 1000 Aa 97 3,6 12,2 28.1.1735 1,7 | 1,05 
rechnen. Sie liegen hier zwischen 1100 3,1 | 1,6 3,0 1,6 1,7, 0,90 1,4 | 0,74 
0,11 und 0,16. 10-° 1/°K (grün) 1200 2,4) 1,1 2,3 | 1,06 1,3, 0,60 1,2. | 0,55 
bzw. 0,18 uU. 0,23 2 10-6 1, R (rot). 1300 2,2 0,89 2,3 0,93 1,2 0,48 1,3 0,52 
Bd infs zie- 1400 1,9 0,68 2,0 | 0,72 IL 0,39 1,3 | 0,46 
a der einfachenzBezis 1500 4,5 | 1,43 4,5 11.43 1,6 | 0,51 1,8 | 0,57: 
1600 3,8 1,08 3:0 1 1,6 0,46 1,8 | 0,51 
AR En FT 1700 37 0,95 3,8 | 0,98 1,6 0,41 1,8 | 0,46 
SE 1800 3,4 0,79 3,5 | 0,82 157 0,40 1,9 | 0,44 
‚AT 
De 4 „Ad ent 1 1900 28 0,70 8,6: 10,77 17 0,36 2,2 | 0,47 
God e./AT 2000 al 0,60 3,6 | 0,70 1,8 0,35 2,6 | 0,51 
ergeben sich für die bis zu — — ats i | Strommesser | Strommesser |4-fache Schwelle | 4-fache Schwelle 
J Fehlerursache | 


'abelle 4. Nur durch die Schwelle hervorgerufene Binstell- 
r eines technischen Teilstrahlungspyrometers mit Graukeil- 
leich. Wellenlänge: rund 6500 AE (rot). t, ist die feste T’em- 


peratur des Vergleichsfadens, die die Helligkeit des Gesichts- 


feldes bestimmt. 


Einstellfehler 
1 Temperatur io = 800° C to = 900° C 
Eco ar AR ar AR 
800 1,5 1,29.10-$ — — 
900 Nap 1,23 0,9 0,65.10-6 
‚1000 2,0 1,24 1,0 0,62 
1100 2,3 1,22 E12 0,63 
1200 27 1,24 ig 0,64 
1300 3,0 1,21 ME 0,65 
1400 3,5 1,25 ET 0,61 
1500 3,9 1,24 1,9 0,60 
1600 4,4 1,25 2,2 0,63 
1700 4,8 1,23 DA: 0,62 
1800 5,3 1,23 ET 0,63 
1900 5,8 1.23 2,9 0,62 
2000 6,4 1,24. 10% sie) 0,64.10-% 


besondere die Übergänge der beiden Meßbereiche bei 
1400° © zeichnen sich sehr stark ab. 


Verwendet man dagegen einen Kompensator zur 
Strommessung, macht also die Strommeßfehler kleiner, 
so erhält man befriedigende Konstanz oberhalb von 
rund 1300°C, ähnlich wie bei der in Tab. 3 betrach- 
teten Schwelle. 


Die Tab. 4 und 5 geben die gleichen Verhältnisse 
für ein technisches Pyrometer mit Graukeilabgleich 
wieder. Bei diesem Instrument wird die Pyrometer- 
lampe einmal auf eine bestimmte Temperatur ti, ge- 
bracht und mit Hilfe eines Strommessers Klasse 0,2 
auf dieser Temperatur gehalten. Der Abgleich erfolgt 
durch Schwächung des Lichtes vom anzumessenden 
Gegenstand mittels eines Graukeils mit exponentiell 
abnehmender Durchlässigkeit. Die Stellung des Keiles 
wird (annähernd linear) in ° C geeicht. 


Tabelle 5. Absoluter Gesamtfehler eines technischen Teilstrah- 
lungspyrometers mit Abgleich durch einen Graukeil. Die Ver- 
gleichslampe wird mit einem Instrument der Klasse 0,2 dicht 
unter dem Vollausschlag konstant gehalten. Die Eichung erfolgt 
vor einer Bandlampe, deren Strom mit einem Strommesser der 
Klasse 0,2 gemessen wird. Seine Bereiche sind so eingerichtet, 
daß bei 1400 bzw. 2000° C Vollausschlag erreicht wird. Die 
Fehler des Strommessers überwiegen. 


absoluter Gesamtfehler 


Sata tu = 800° C t, = 900° C 
Be AT AR ar ART 
(1/°’K) K) (1/° K) 

800 8,2 71.10 | — 124 
900 te | 5,9 6,9 5,0.10-8 

1000 832 | 51 6,6 4,1 

1100 3 | 47 6,9 3,6 

1200 Dr 44 72 3.3 

1300 105 | 42 7,5 3,0 

1400 ae u 8,0 2,9 

1500 13,5 4,3 9,7 3.1 

1600 14,5 4,1 10,1 2,9 

1700 15,9 4,1 10,8 2,8 

1800 70 4,0 11,6 2,7 

1900 188 4.0 12,2 2.6 

2000 20,4 4,0 17718,0 | 2,5 
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Die Schwelle ist hier in der 1/7'-Skala recht befrie- 
digend konstant. Obwohl hier die Fehler von der 
Strommessung her bei weitem überwiegen, darf man 
Konstanz von AR oberhalb von 1100 bzw. 1200° C 
annehmen. 

Macht man die Strommeßfehler so klein — etwa 
durch Kompensatoren — daß nur die Schwelle die 
Fehler bestimmt, so ist die Konstanz wie zu erwarten 
vorhanden. In den übrigen Fällen tritt sie dann auf, 
wenn die Fehlerkurven sich zufälligim richtigen Sinne 
ergänzen. Zusammenfassend ist also festzustellen, daß 
man bei Graukeilpyrometern oberhalb von rund 
1200° © und bei technischen Pyrometern in gewissem, 
überschlägigem Sinne AR als konstant ansehen darf. 
Bei Präzisionspyrometern mit kleinen Einstellschwel- 
len und bei technischen Pyrometern mit Ablesung an 
Strommessern schlechterer Klassen als 0,2 dagegen ist 
die Konstanz nicht erfüllt. 


Tabelle 6. Aus der Farbmetrik und der Farbunterschieds- 
schwelle berechnete Meßgenauigkeit der Farbtemperatur im Ver- 
gleich zu den von PRIEST angegebenen Werten. 


en Farb- erkennbarer Farbtemperatur- 
änge F schi ° 
Temperatur were rn unterschied AF (°K) 
Körpers aus der nach PRIEST 
(AE) (AE) Faıbmetrik |4R=z0,8-10-1/°K 


800 15 I rund 15 0,5 
1300 11 55 1,4 
1900 9 90 3,0 
2500 8,5 125 5,0 
3200 8 160 8,0 


C. Auswirkungen auf die Farbpyrometrie. 

Die sogenannte Farbunterschieds-Schwelle 4A, 
also das Vermögen des Auges, eine Farbe mit der far- 
bengleichen Wellenlänge A von einer anderen mit 
AA -+ X zu unterscheiden, ist von sehr vielen Autoren 
untersucht worden. Wir folgen den Angaben von 
BoumA [14], der die Farbschwellen für die Spektral- 
farben angibt. Nach Tynvaur [12] und Haase [13] 
ändert sich die Farbschwelle oberhalb einer Farbdichte 
von p > 50% nicht wesentlich und ist mit der Farb- 
schwelle für die spektralen Farben identisch. Dagegen 
wird für geringere Farbdichten, also in der Nähe des 
Weißpunktes das Unterscheidungsvermögen schnell 
schlechter. Bis rund 3000° sind demnach Farbpyro- 
meter günstigsten Falles mit den in Tab. 6 angegebe- 
nen Meßfehlern zu verwenden. 

Wie man erkennt, ist die Meßgenauigkeit schon bei 
1000° C unbefriedigend. Diese aus der Farbmetrik ge- 
wonnenen Zahlen für die Grenze der Meßgenauigkeit 
stehen mit dem Satz von PRIEST [1]in völligem Gegen- 
satz. Nach PRrIEST ist die eben merkliche Differenz der 
reziproken Farbtemperatur annähernd von der Farb- 
temperatur unabhängig und etwa 1/7 =0,6 bis 
0,3: 10° (1/°K). Damit würde man undiskutable 
Farbschwellen zwischen 0,2 und 0,3 AE erhalten. Die 
Messungen, die PRIEST ausgeführt hat, sind zweifellos 
reell, doch werden Messungen der Farbschwelle durch 
Unterschiede der Leuchtdichte sehr leicht verfälscht. 
PRIEST hat wahrscheinlich keine reine Farbpyrometrie 
sondern im wesentlichen Intensitätspyrometrie getrie- 
ben mit einem geringen Einfluß der Farbe, hervor- 
gerufen durch zusätzlichen Farbabgleich. Wie aus 
Tab. 2 hervorgeht, erreicht man mit Präzisionsglüh- 
fadenpyrometern Werte von AR, die noch unter den 
von PRIEST ermittelten Werten liegen. 
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Seine Angaben entsprechen einer Temperaturmeß- 
genauigkeit von 0,5° K bei 800° K bis 7° K bei 3200°K. 
Das entspricht bei einer wirksamen Wellenlänge von 
rund 5800° K einer photometrischen Genauigkeit von 
rund 1,7%, die bei kleinem Gesichtsfeld oder einer 
Leuchtdichte des Geichtsfeldes von weniger als 100 
apostilb vorhanden gewesen sein könnte, Wie nicht 
anders zu erwarten, ist der reziproke Fehler der Farb- 
temperatur (in der Farbmetrik) nicht konstant sondern 
liegt zwischen 15 und 32: 10 1/°K. 


D. Zusammenfassung. 


Bei technischen Teilstrahlungspyrometern wird der 
Einfluß des Überganges von der linearen zur reziproken 
Temperaturskala auf die Darstellung der Meßfehler 
betrachtet. In allen den Fällen, in denen die Eigen- 
schaften des menschlichen Auges, die Schwelle, den 
Fehler zum größeren Teil allein bestimmen, ist ein kon- 
stanter Fehler in der Reziprokskala zu erwarten, Er 
läßt sich tatsächlich finden. In allen anderen Fällen da- 
gegen ist von vornherein ein konstanter Fehler nicht zu 
vermuten. Er findet sich trotzdem, weil sich diein ver- 
schiedener Weise von der Temperatur abhängigen Feh- 
lerquellen manchmal in günstiger Weise ergänzen. Das 
ist der Fall zum Beispiel oberhalb von 1200°C bei tech- 
nischen Intensitätspyrometern mit Graukeilabgleich. 


Auch bei technischen Pyrometern mit Fadenabgleich 
kann bei Verwendung guter Anzeigeinstrumente und 
unter Voraussetzung mäßig guter Schwellen der Fehler 
oberhalb von etwa 1400° C als annähernd in der Re- 
ziprokskala angesehen werden. 


Die Abweichung des Satzes von Prızsr von der aus 
der Farbmetrik gewonnenen Meßgenauigkeit reiner 
Farbabgleich-Farbpyrometer läßt sich durch die An- 
nahme gleichzeitiger Intensitäts- und Farbeinstellung 
erklären. 
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Rektifikation idealer Dreistoffgemische unter der Voraussetzung, daß der Widerstand 
des Stoffaustausches allein auf der Flüssigkeitsseite liegt*. 
Von Erxsr A. Rısche. 
Mit 4 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 1. Juli 1954.) 


Einleitung. 

Im Jahre 1946 gelang es Hausen [1], die Differen- 
tialgleichung der Rektifikation idealer Dreistoffgemi- 
sche exakt zu lösen und eine einfache Gleichung zur 
Berechnung des Verlaufes der Zusammensetzungs- 
änderung von Flüssigkeit und Dampf in der Säule bei 
der kontinuierlichen Rektifikation abzuleiten. Diese 
Lösung ist nicht nur für die Berechnung der Rektifi- 
kation idealer und angenähert idealer Gemische wie 
z. B. des Sauerstoff-Stickstoff-Argon-Gemisches von 
Bedeutung, sondern sie vermittelt auch einige neue, 
interessante physikalische Erkenntnisse. Bei der Auf- 
stellung der zugrunde gelegten Differentialgleichung 
wurde angenommen, daß der Widerstand des Stoff- 
austausches allein auf der Dampfseite liegt. Diese An- 
nahme stellt einen Grenzfall dar, der praktisch wohl 
kaum auftritt. Um den Einfluß dieser Annahme und 
damit der Stoffaustauschwiderstände in Flüssigkeit 
und Dampf auf den Verlauf der Rektifikation zu 
klären, hat der Verfasser den entgegengesetzten 
Grenzfall untersucht, bei dem nur auf der Flüssig- 
keitsseite ein Widerstand des Stoffaustausches vor- 
ausgesetzt wird. Es ergeben sich hierbei wesentliche 
Unterschiede für den Verlauf der Konzentrations- 
änderungen von Flüssigkeit und Dampf in der Säule 
und damit auch für die diesen Verlauf beschreibenden 
Rektifikationslinien. Die wichtigsten Überlegungen 


* Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. 
Dr.-Ing. H. Hıvser. 


dieser Untersuchung und die Ergebnisse sollen im fol- 
genden näher besprochen werden. 


Grundlegende Annahmen. 

Um die beiden Grenzfälle und die für sie geltenden 
Differentialgleichungen klar zu machen, sei kurz an 
die Vorstellungen der Zweifilmtheorie erinnert. Die 
unmittelbar an der Grenzfläche zusammentreffenden . 
Flüssigkeits- und Dampfteilchen haben Gleichgewichts- 
zusammensetzung. Im allgemeinen Falle nimmt auf 
Grund des Widerstandes des Stoffaustausches der Ge- 
halt an Leichtersiedendem im Dampf mit dem Abstand 
von der Grenzfläche ab, während in der Flüssigkeit 
der Gehalt am Leichtersiedenden mit dem Abstand 
von der Grenzfläche wächst. Das Verhältnis der 
Konzentrationsunterschiede in Dampf und Flüssig- 
keit hängt vom Strömungszustand und von den Stoff- 
eigenschaften ab. Es sind zwei Grenzfälle denkbar: 

1. Der Widerstand des Stoffaustausches liegt allein 
auf der Dampfseite. Der Konzentrationsunterschied 
zwischen Grenzfläche und Kern der Flüssigkeit ist 
unendlich klein, und die Konzentrationsdifferenz zwi- 
schen Grenzfläche und Dampfkern ist allein die trei- 
bende Kraft des Stoffaustausches. 

2. Der Widerstand des Stoffaustausches liegt allein 
auf der Flüssigkeitsseite. In diesem Fall ist im Dampf 
kein Konzentrationsgefälle vorhanden, und der Stoff- 
austausch wird allein durch den Konzentrationsunter- 
schied zwischen Grenzfläche und Kern der Flüssigkeit 
bewirkt. N 


‚nachfolgenden Betrachtung zugrunde gelegt werden. 
Die weiteren Annahmen betreffen das Verhalten 
idealer Dreistoffgemische. 


Gleichgewicht idealer Dreistoffgemische. 


In der Arbeit von Hausen und auch in der vorlie- 
' genden Untersuchung werden solche Gemische als 
' ideal angesehen, die bei allen Konzentrationen der 
Flüssigkeit das RaouLtsche Gesetz befolgen, und 
_ deren Dampf als Gemisch idealer Gase behandelt 


' Unterdiesen Voraussetzungen ergeben sich folgende 
' Beziehungen für die Zusammensetzung des Dampfes 
im Gleichgewicht: 


y* er EIZI 
Ile 1+(g—1)sı+(em— 1) zı a) 


> EIT IL h 
I+(g —)eı+t(n—Deru 


- Die Sterne deuten an, daß der Dampf die zu einer 
Flüssigkeitszusammensetzung zı, xıı zugehörige Gleich- 
gewichtszusammensetzung hat. er = U und eN= a 
III III 
sind die Verhältnisse der Dampfdrucke zu, zır und zeııı 
der reinen Komponenten. Da sich er und eır in dem 
bei der Rektifikation interessierenden Temperatur- 
bereich nur verhältnismäßig wenig ändern, sollen sie 
hier als konstant angesehen werden. 
Durch Umformung der Gl. (1) und Auflösung nach 
x ergeben sich die folgenden Gl. (2), mit denen sich die 
Zusammensetzungen zf, x7; einer Flüssigkeit, die mit 
einem Dampf der Zusammensetzung %; , Yrr im Gleich- 
gewicht steht, berechnen lassen. Hierbei ist das 
Gleichgewicht durch einen Stern an xı und zıı gekenn- 
zeichnet. 


ee 
a 


h ea 
H=- b 4 
lt) | 
A | ei 
= = 1 | 
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Das Gleichgewicht und den Verlauf der Zusammen- 
setzungsänderung bei der Rektifikation von Dreistoff- 
gemischen veranschaulicht man zweckmäßig in einem 
Dreieckskoordinatensystem, in dem der Gehalt an 
Stoff II abhängig vom Gehalt an Stoff I aufgetragen 
wird. Im allgemeinen Falle ergeben sich bei der Rekti- 
fikation zwei getrennte Kurven zı = f(xr) und 
Yı = Myı) für Flüssigkeit und Dampf. Die Fläche des 
gleichseitigen Dreiecks, die alle möglichen Zusammen- 
setzungen umfaßt, werde Gehaltsdreieck genannt. 


Rektifikationsscheidelinien. _ 

Für die Behandlung der Rektifikation idealer 
Dreistoffgemische sind die Rektifikationsscheidelinien 
von großer Bedeutung. Das Wesen der Rektifikations- 
scheidelinien versteht man am besten, wenn man ein 
praktisches Beispiel betrachtet. Bei der Zerlegung der 
Luft im Einsäulenapparat gibt man flüssige Luft oben 


als „Rücklauf“ indie Säule. Infolge der Rektifikations- 


wirkung reichert sich die Flüssigkeit auf dem Wege 
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nach unten so weit mit Sauerstoff an, daß die Blase 
schließlich fast reinen Sauerstoff enthält. Nach der 
Wiederverdampfung dieses Sauerstoffs wird ein Teil 
als Endprodukt entnommen. Der Rest steigt in der 
Säule auf und tritt mit einem Sauerstoffgehalt von 
7—8% oben aus. Durch Änderung der Bodenzahl der 
Säule und des Rücklaufverhältnisses läßt sich der 
Sauerstoffgehalt des oben austretenden Dampfes ver- 
ändern. Dies ist von wesentlichem Einfluß auf den 
Verlauf der Rektifikation, wie diein Abb. 1 eingezeich- 
neten Rektifikationslinien zeigen, die für den früher 
behandelten Fall gelten, daß der Widerstand des Stoff- 
austausches allein auf der Dampfseite liegt. Die aus- 
gezogenen Linien stellen den Zusammensetzungsver- 
lauf der Flüssigkeit und die gestrichelten Linien den 
Zusammensetzungsverlauf des Dampfes dar. Der 


0 
vo 9% 9% 100° 


WOYN; 


E30: 40, W302,605 570.780 
Sauerstoffgehalt zz und Yı 


Abb.1. Rektifikation im Einsäulenapparat. 


Sauerstoffgehalt 41, des oben austretenden Dampfes 
ist an den Kurven eingetragen. Nur die Kurven für 
Yo =8%0, und Yı, = 6,7% O, verlaufen zum rechten 
Eckpunkt hin, der reinem Sauerstoff entspricht. Der 
Kurvenverlauf zeigt, daß in diesen Fällen bei der Rek- 
tifikation eine zwar starke, aber nur vorübergehende 
Argonanreicherung stattfindet. Bei yr, = 6,5% 0, 
hingegen reichert sich das Argon so sehr an, daß die 
Kurven schließlich zur Argonseite hin abbiegen. Die 
Gewinnung von reinem Sauerstoff ist damit unmög- 
lich. In diesem Fall ist die Sauerstoffanreicherung nur 
vorübergehend. Zwischen den Kurven für y19 = 6,5% 
und %41,= 6,7% muß eine Rektifikationslinie liegen, 
die das Gebiet dauernder Sauerstoffanreicherung vom 
Gebiet dauernder Argonanreicherung trennt. Rekti- 
fikationslinien dieser Art nennt Hausen Rektifika- 
tionsscheidelinien. 

Für den Fall, daß der Widerstand des Stoffaus- 
tausches allein auf der Dampfseite liegt, leitete HAUSEN 
für die Rektifikationsscheidelinien des Dampfes die 
Gleichung 
Are 
em) 92.0 l—eı 


yes 


Auge ( 
ab [1,2]. 7 ist der Abszissenwert des Schnittpunk- 
tes der Rektifikationsscheidelinie des Dampfes mit der 
Grundlinie des Gehaltsdreiecks. Der Stern bedeutet, 
daß dieser Punkt einen Gleichgewichtspunkt darstellt. 
Für die Rektifikationsscheidelinien der Flüssigkeit 
ermittelte HAUSEN die Gleichung 


Fon —er) 


| ar 


Page ya un 
er(l — er) %ı 


99 E. A. RıscH£: Rektifikation idealer Dreistoffgemische usw. 


in der &ı den Abszissenwert des Schnittpunktes der 
Rektifikationsscheidelinie mit der Grundlinie be- 
deutet. Die Gl. (3) und (4) stellen im Gehaltsdreieck 
parallele Geraden dar. In der unter [1] genannten 
Arbeit zeigt HAUsEn ferner, daß die Rektifikations- 
scheidelinien Tangenten an Hüllkurven sind, die in 
Abb. 2 dargestellt sind. Für die Rektifikationsscheide- 
linien, die die Zusammensetzungsänderung der Flüssig- 
keit darstellen, ergibt sich hierbei eine andere Hüll- 
kurve als für die Scheidelinien, die die Zusammen- 
setzungsänderung des Dampfes darstellen. 

Wie später noch abgeleitet werden wird, ergeben 
sich unabhängig von den Annahmen über die Vertei- 
lung der Widerstände des Stoffaustausches gleiche 
Rektifikationsscheidelinien und Hüllkurven. 


Hüllkurve der Rektifikationsscheidelinien. 


Abb. 2. 


Lösung der Differentialgleichung idealer Dreistoff- 
gemische für den Fall, daß der Widerstand des Stoffaus- 
tausches allein auf der Dampfseite liegt. 

Der Grundgedanke der Aufstellung und Lösung 
der Differentialgleichung für den Rektifikationsver- 
lauf ist weitgehend unabhängig davon, ob der Wider- 
stand des Stoffaustausches auf der Dampfseite oder 
Flüssigkeitsseite liegt. Daher sollen einige wichtige 
Punkte der Überlegungen von HAusen, an die später 
angeknüpft wird, wiederholt werden. 

Flüssigkeit der Zusammensetzung xı, zır trete in 
einer Säule mit Dampf der Zusammensetzung %, , Yin 
Stoffaustausch. Im Gleichgewichtsfall hätte der 
Dampf die Zusammensetzung 7, y,. Nimmt man nun 
an, daß der Widerstand des Stoffaustausches allein 
auf der Dampfseite liegt, so ist die Gleichgewichts- 
störung %7 — Yı bzw. yfr — %Yır die treibende Kraft 
des Stoffaustausches. Die ausgetauschten Mengen 
Ay, und Ay,; sind nach den Gesetzen des Stoffaus- 
tausches diesen Konzentrationsunterschieden propor- 
tional: 

Ayy = eonst (yP— yı) | t 

5 

Ay const (Yı— Yır)-) 4 

Setzt man voraus, daß die auftretenden Konstanten 
für beide Bestandteile den gleichen Wert haben, und 
geht man zu unendlich kleinen Änderungen über, so 
ergibt sich eine Differentialgleichung, die nach Ein- 
setzen der Beziehungen für das Gleichgewicht und der 
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Mengenbilanz folgende Gestalt hat: 


wi 
dxy 


E 
EIT CI — la SI: D au) ß + (eI—1) 21+ (eu —]) au 


EI 2 — le + Dal N +(ee—)sr rlen)) au 
(6) 


a; und a,; sind die Abkürzungen 
F 
MY Een 
F 
ar Y0,7) %08 | 


%o; ro und Yo» Yıro Stellen die Flüssigkeits- und 
Dampfzusammensetzungan einer bestimmten Stelleder 
Säule dar. F ist die stündlich herabrieselnde Flüssig- 
keitsmenge und D die aufsteigende Dampfmenge. F 
und D werden längs der Säule als unveränderlich 
betrachtet. 

Die Lösung dieser Differentialgleichung gelang 
Hausen nach Einführung neuer Veränderlicher n, und 
Yır, die er wie folgt definiert: 


Ur u | (8) 
N.” %ı 0 Fol 


%ı; und zyı, bestimmt er so, daß die konstanten Glieder 
in Zähler und Nenner der rechten Seite von Gl. (6) 
verschwinden. Daraus folgt für x1, und zır 


a 
<yı Fr = 
ED: 


(9) 
uU | 
u 
Eı D 
wobei E; die Abkürzung 
E;=1+(& — Dr + (in Y)&m (10) 


bedeutet. Aus Gl. (9) und (10) erhält man eine Glei- 
chung dritten Grades für E: 


B- nl lee le 


m: — 


a 


D\2 
ar (7) ki Er — Er (er — Da—&1 (en — 1) Ar 


+5 & tan) = Er Er Ve (1) 


dz 


Setzt man die drei Lösungen E,, E, und E,, dieser 
Gleichung in Gl. (9) ein, so erhält man drei Werte- 
paare von x; und x; , die drei Punkte im Gehaltsdreieck 
darstellen. Das Wertepaar, das den am weitesten links 
im Gehaltsdreieck liegenden Punkt bezeichnet, soll 
den Index ‚,‚l‘‘, das des am weitesten oben im Gehalts- 
dreieck liegenden Punktes den Index ‚ob‘ und das 
Wertepaar des rechts liegenden Punktes den Index ‚,‚r“ 
erhalten. Wie HAuUsen nachweist, stellen die drei 
Punkte Gleichgewichtspunkte dar. Zu diesen Punkten, 
die bestimmte Zusammensetzungen der Flüssigkeit 
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tellen, lassen sich mit Hilfe der Beziehungen (1) 
das Gleichgewicht die zugehörenden Dampfzu- 
sammensetzungen berechnen. Für die Dampfzusam- 

mensetzung ergeben sich so ebenfalls drei Wertepaare, 
die durch drei entsprechende Punkte im Gehaltsdreieck 
wiedergegeben werden. 
- Wichtig ist die Erkenntnis, daß man die genannten 
drei Punktpaare auch ohne Verwendung der Differen- 
tialgleichung und damit auch ohne eine bestimmte An- 
nahme über den Stoffaustausch berechnen kann. 
Denkt man sich die Flüssigkeits- und Dampfzusammen- 
setzung für eine bestimmte Stelle der betrachteten 
Rektifiziersäule gegeben, und sieht man auch die 
stündlich herabrieselnde Flüssigkeitsmenge F sowie die 
in der Stunde aufsteigende Dampfmenge D als bekannt 
an, so kann man mit Hilfe der Gleichgewichtsbeziehun- 
gen (1) oder (2) und der Mengenbilanz die Konzentra- 
tionen von Dampf und Flüssigkeit berechnen, die sich 
bei unendlich vielen Böden am oberen und unteren 
Ende einer Rektifiziersäule erreichen lassen. Denn bei 
unendlich vielen Böden kann die Rektifikation erst 
zum Ende kommen, wenn Gleichgewicht erreicht ist. 
Führt man diese Rechnung durch, dann ergeben sich 
wieder die Gl. (9) und (10), die zu den schon besproche- 
nen drei Punktpaaren für Flüssigkeit und Dampf 
führen. 

HAUSEN weist in seiner Arbeit nach, daß die jeweils 
drei Punkte für Flüssigkeit und Dampf Eckpunkte von 
zwei für die Rektifikation bedeutsamen Dreiecken sind, 
die er deshalb Rektifikationsdreiecke nennt. Die Sei- 
ten der Rektifikationsdreiecke werden von Rektifi- 
kationsscheidelinien gebildet. Er zeigt ferner, daß alle 
Rektifikationslinien, die den praktisch möglichen Rek- 
tifikationsverlauf darstellen, innerhalb des Rektifika- 
tionsdreiecks verlaufen. i 

Nachdem HAUsEn zwei Seiten des Rektifikations- 
dreiecks als neue Koordinaten &, und £&,, eingeführt 
hat, erhält er schließlich für die Lösung der Differen- 
tialgleichung die einfache Gestalt 


NS en Eir\” 
Zell Kl E\o, 12 
& | 2) ‘ Ian 
worin 
ne U, Yım (13) 
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ist. Gl. (12) stellt die Rektifikationslinien dar, die 
innerhalb eines gegebenen Rektifikationsdreieckes sich 
nur durch den Wert der Konstanten K unterscheiden. 
Durch einen vorgegebenen Punkt ist die Konstante K 
festgelegt. 

Die Lösung stimmt in ihrem Aufbau mit der schon 
früher bekannten Lösung für die geschlossene Rekti- 
fikation überein [2], bei derder Säule nichts entnommen 
und auch nichts zugeführt wird, und daher auch 
F=D ist. Die Gleichung der geschlossenen Rekti- 
fikation läßt sich auch aus der allgemeinen Lösung (12) 
herleiten. Hierbei fallen Rektifikationsdreieck und 
Gehaltsdreieck zusammen. Den schon früher für die 
geschlossene Rektifikation bekannten Exponenten 
erhält man wie folgt. Mit Hilfe von Gl. (9) drückt man 
den Exponenten n in Gl. (12) durch die Lösungen von 
E aus, was zu der Beziehung führt 


1. E,—Eı 


(I Te Ta 
Er — Eob 


(14) 


Berechnet man die Werte von E aus den Koordinaten 
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der Eckpunkte des Gehaltsdreiecks 


=2u>=0; el; ml; oam0; 


zu =]; 


und setzt man diese Werte in Gl. (14) ein, so ergibt sich 
der Exponent der geschlossenen Rektifikation zu 
es—1 


=, 15 
ER RTE 1 


N 


was mit dem schon früher hierfür gefundenen Ausdruck 
übereinstimmt. 


Lösung der Differentialgleichung für den Fall, daß der 
Widerstand des Stoffaustausches allein auf der Flüssig- 
keitsseite liegt. 

Die Annahme, daß der Widerstand des Stoffaus- 
tausches allein auf der Flüssigkeitsseite liegt, bedeutet, 
daß nur der Konzentrationsunterschied in der Flüssig- 
keit als treibende Kraft des Stoffaustausches angesehen 
wird, während im Dampf kein solches Konzentrations- 
gefälle besteht. Die ausgetauschte Menge ist dann pro- 
portional dem Konzentrationsunterschied in der Flüs- 
sigkeit, so daß wir setzen können 


Ar=const (J— 2%) | 
* (16) 

As sonst (7, — Zp)- | 

Unter der Voraussetzung, daß die Konstanten in bei- 

den Gleichungen denselben Wert haben, ergibt sich 

nach Division und Übergang zu kleinen Änderungen 

die Differentialgleichung 


dzıı 


zn 20 
ee xy _ XI 
die sich durch Einführen der Beziehungen (2) für 
das Gleichgewicht und der Mengenbilanzen in die Form 
bringen läßt 
dyır 
dyı 


1 ” D 1 1 
3 en lt Fr Pu h Sr (2 ı) Yıt ee ) m) 


—yı — ar +2] f nr (2— ) yı+ (= -)sul 
I el 

(18) 
Diese Differentialgleichung stimmt in ihrer Bauart 
vollkommen mit Gl. (6) überein. Die Abweichung be- 
steht einzig und allein darin, daß x, , &]r und F/D durch 
Yı;> Yı, und D/F, 


= ; (17) 


F ” D 
a = Yot7 *ro durch y=lp— Fo 
und 
ae F d n h N 
F7 Yacı no eye: Hammer 


ersetzt sind. Aus diesem Grunde ist hier der gleiche 

Lösungsweg, den HAUSEN zeigte, gangbar. Der Unter- 

schied besteht nur darin, daß Hausen die Lösung zu- 

nächst für den Verlauf der Zusammensetzungsände- 

rung der Flüssigkeit fand, während sich hier als erstes 

die Zusammensetzungsänderung des Dampfes ergibt. 
Zur Lösung führt man neue Veränderliche 


n =Y — Yu 


> (19) 
Ye Yin 
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ein. Bestimmt man hierbei yr, und yır 7 so, daß die kon- 
stanten Glieder in Zähler und Nenner der Differential- 
gleichung gleich null werden, so ergeben sich für yrıı 
und yırz die Beziehungen 


L/4 


dr 
Ya a 2 
aEı F 
» Ä 


u 
4] 
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ni F 
die Abkürzung 


(20) 
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worin #j 
> 1. 1 
BE: =1+[-—1lyı +{/—=—- 190: .(@1) 


darstellt. Für Z’’ läßt sich auch hier eine Gleichung 
dritten Grades ableiten, aus deren Lösungen sich je- 
weils drei Punkte im: Gehaltsdreieck für Dampf und 


(Ar) 


Abb. 3. Geschlossene Rektifikation, Vergleich der Rektifikationslinien für die 
verschiedenen Annahmen über den Stoffaustausch. - Widerstand des 
Stoffaustausches allein auf der Dampfseite; — — — Widerstand des Stoffaus- 
tausches allein auf der Flüssigkeitsseite; — - — Verlauf der Rektifikation bei 


Ngeom = Vr.n’’; X X theoretische Böden. 


Flüssigkeit ergeben. Diese Punkte sind mit den bei der 
Darstellung der Arbeit von HAuseEn schon beschriebe- 
nen Eckpunkten der Rektifikationsdreiecke identisch. 
Dieses Ergebnis ist völlig einleuchtend, wenn man be- 
denkt, daß sich die Eckpunkte, wie schon beschrieben, 
allein aus der Mengenbilanz und der Gleichgewichts- 
beziehung ergeben, die beide keine Annahmen über die 
Art des Stoffaustausches enthalten. Wie sich zeigen 
läßt, sind auch die Rektifikationsscheidelinien für 
beide Annahmen über den Stoffaustausch gleich. Denn 
wenn man für die Rektifikationsscheidelinie des 
Dampfes für den Fall, daß der Widerstand des Stoff- 
austausches allein auf der Flüssigkeitsseite liegt, den 
Ansatz 


d = 
Yn = (=) (Hi) (22) 


macht, dann ergibt sich nach Einsetzen von EE aus 
I 

Gl. (18) in Gl. (22) und einigen Umformungen eben- 

falls die Gl.‘ (3). aj und ajı werden dabei aus den Koor- 

dinaten des Schnittpunktes der Rektifikationsscheide- 

linie mit der Grundlinie des Gehaltsdreiecks berechnet. 


der Flüssigkeit. Da die Rektifikationsscheidelinien die 
Seiten der Rektifikationsdreiecke darstellen, ergeben 


von einer Annahme über die Lage des Stoffaustausch- 
widerstandes. hi 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
erscheint zunächst ziemlich verwickelt. Man kann sie 
in derselben Weise umformen wie in dem ersten Grenz- 
fall, in dem der Widerstand allein auf der Dampfseite 
angenommen war [1]. Man erhält die Lösung in sehr 
einfacher Form, wenn man Koordinaten &, und &77 ein- 
führt, deren Nullpunkt im linken Eckpunkt des Rekti- 
fikationsdreiecks liegt, und deren Richtungen mit der 
unteren bzw. der linken Seite des Rektifikations- 
dreiecks zusammenfallen. Die Koordinatenwerte sind 
so zu wählen, daß im rechten Eckpunkt & —=1lundim 
oberen Eckpunkt &,; =1l ist. Die endgültige Lösung 
lautet dann 
ey tar vf Sur\®” 

= = KG) ep 23) 

worin 
a Yır Yıı ob (24) 

Ye Yıo *ı 

bedeutet. Die Konstante K’ ist durch einen vor- 
gegebenen Punkt der Rektifikationslinie festgelegt. 
Der Exponent n’’ läßt sich auch hier durch E aus- 

drücken 

7 E,— Eı a Eob 


IE I ge Tr : 
Er—Eo E#ı 


(25). 
Die Exponenten n und n’’, die sich für die beiden An-. 
nahmen über den Stoffaustausch ergeben, stehen nach 
Gl. (14) und (25) im Verhältnis 

: n’’ __ Eob 


ER: (26) 


d. h. die Exponenten verhalten sich wie die Werte von 
E des oberen und linken Eckpunktes des Rektifika- 
tionsdreiecks. 

Für die geschlossene Rektifikation läßt sich der 
Exponent n, mit Gl. (26) leicht aus n, nach Gl. (15) 
oder auch unmittelbar aus Gl. (25) berechnen, wenn 
man die erforderlichen Werte von E aus den Koordina- 
ten der Eckpunkte des Gehaltsdreiecks ermittelt. Man 
erhält 
| 
LE 


ng = Ey (27) 


Anwendungsbeispiele. 


Den Verlauf der Rektifikationslinien bei der ge- 
schlossenen Rektifikation, d.h. beim Rücklaufverhält- 
nis v—= x, zeigt Abb.3. Um den Einfluß der Annah- 
men über den Stoffaustausch . deutlich zu machen, 
wurden für zwei als vorgegeben betrachtete Zusammen- 
setzungen die Rektifikationslinien gezeichnet. Zwei 
kleine Kreise kennzeichnen die vorgegebenen Punkte. 
Die ausgezogenen Linien entsprechen dem Fall, daß 
der Widerstand allein auf der Dampfseite, die gestri- 
chelten dem Fall, daß der Widerstand allein auf der 
Flüssigkeitsseite liegt. Als Beispiel wurde das alsideal 
betrachtete Sauerstoff-Stickstoff-Argon-Gemisch bei 
einem Gesamtdruck von 1 ata gewählt, für das an- 
genähert &; = 0,246 und er = 0,330 gesetzt werden 
kann. Die Exponenten n, und nz, sind mit Hilfe der 
Gl. (15) bzw. (27) berechnet. Die Konstanten X, und 
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’" erhält man für beide Fälle, wenn man in Gl. (12) 
zw. (23) die Koordinaten &, 9 =x;, und E70 = Xıro des 
orgegebenen Punktes einsetzt. Beliebig viele Punkte 
um Zeichnen der Rektifikationslinie liefert eine 
raphische Darstellung der Gl. 12) bzw. (23) im dop- 

lt logarithmischen Maßstab. Wählt man nämlich 


‚SI als Abszisse Er Rlaad kan3 8 


I 
1 = 

stellen Gl. (12) bzw. (23) im logarithmischen Dia- 
‚gramm Geraden dar. 


Bemerkenswert an den so gefundenen Linien ist, 


als Ordinate, so 


‚daß sich bei Annahme des Stoffaustauschwiderstandes 


auf der Dampfseite größere Argonanreicherungen er- 
‚geben. Nach der bekannten von Boden zu Boden fort- 
schreitenden Berechnungsweise, die für jeden theore- 
tischen Boden einen Punkt liefert, erhält man die durch 
Kreuze dargestellte Punktreihe. Bildet man ferner aus 
den beiden Exponenten n, und n,,, die sich bei beiden 
Annahmen über den Stoffaustausch ergeben, das geo- 
metrische Mittel, und zeichnet auch mit diesem Mittel- 
wert die Rektifikationslinien nach Gl. (23), so be- 
kommt man die gezeichneten, strichpunktierten 
Linien. Aus der Abb. ist ersichtlich, daß: der Verlauf 
der Rektifikation bei theoretischen Böden gut durch 
Gl. (23) mit dem geometrischen Mittel der Exponenten 
beschrieben wird. 

Als Beispiel für die offene Rektifikation soll die 
Rektifikation eines Sauerstoff-Stickstoff-Argon-Ge- 
misches im oberen Teil der oberen Säule eines Zwei- 
säulenapparates für die Luftzerlegung behandelt wer- 
den. Bezogen auf je 100 Nm? Luft, die in der Druck- 
säule vorzerlegt werden, sollen am oberen Ende der 
oberen Säule 46,2 Nm® Flüssigkeit mit 1% O0, und 
0,34% Ar aufgegeben werden. An derselben Stelle 
‚sollen 79,738 Nm® Dampf mit 1%, O, und 1,04%, Ar aus- 
treten. Durch diese Angaben sind der durch einen 
kleinen Kreis in Abb. 4: gekennzeichnete Punkt im 
Gehaltsdreieck und das zugehörige F/D gegeben. 
Grundsätzlich ist man damit in der Lage mit Gl. (11) 
die drei Lösungen von E zu bestimmen. Zahlenmäßig 
bereitet dies jedoch einige Schwierigkeiten, weil es sich 
um eine Gleichung dritten Grades handelt. Zu einem 
einfachen Lösungsweg gelangt man, wenn man zu- 
nächst mit der für a,; = 0 sich ergebenden Gleichung 


er + ler |) 


2 D 


(28) 
+ Ver a = > a, (er — | ers 


eine Näherungslösung für E, berechnet. Dieser Wert 
von E; läßt sich durch wiederholte Anwendung des 
Näherungsverfahrens von NEWToNx beliebig verbessern. 
Die beiden weiteren Lösungen Z,, und E, berechnet 
man mit der Beziehung 


a, + E#ı el 
Bon, a a Ze 


(29) 


Dabei gilt das positive Vorzeichen für den oberen Eck- 
punkt und das negative Vorzeichen für den rechten 
Eckpunkt. Aus den so gefundenen Werten von E wur- 
den beim vorliegenden Beispiel mit den Gl. (14) und 
(25) die Exponenten n, n’” und Nom =Y nn” 
berechnet. Die Gl. (9) lieferten die Koordinaten der 
Eckpunkte des Rektifikationsdreiecks der Flüssigkeit 
und die Gleichgewichtsbeziehungen (1) die entspre- 


9 


chenden Eckpunkte des Rektifikationsdreiecks des 
Dampfes. Die Konstanten X und K’’ wurden auch hier 
durch Anwendung von Gl. (12) und (23) auf den vor- 
gegebenen Punkt ermittelt. Die Koordinaten £,, und 
&ıro dieses Punktes lassen sich am leichtesten durch 
Ausmessen im Rektifikationsdreieck bestimmen. Beim 
Ausmessen ist zu beachten, daß, wie schon erwähnt, 
die Koordinaten &, und &,; in Richtung der Seiten des 
Rektifikationsdröiecks zählen und daß im rechten Eck- 
punkt &,—=1 undim oberen Eckpunkt £&,; = List. Die 
für die Aufzeichnung der Rektifikationslinien erforder- 
lichen Zwischenpunkte erhält man auch hier aus der 
Darstellung der Gl. (12) oder (23) im doppelt log- 
arithmischen Maßstab. 

‘In Abb. 4 sind die Rektifikationslinien des oberen 
Abschnittes der oberen Säule für die zwei verschiedenen 
Annahmen über den Stoffaustausch dargestellt. Wie 
bei der geschlossenen Rektifikation so sind überdies 
die Rektifikationslinien für das geometrische Mittel 


(Ar) 


Abb. 4. Rektifikation von idealen Dreistoffgemischen bei verschiedenen An- 
nahmen über den Stoffaustausch. Widerstand des Stoffaustausches 
allein auf der Dampfseite; — — — Widerstand des Stoffaustausches allein auf 


der Flüssigkeitsseite; — - — Verlauf der Rektifikation bei Ngeom = V n.n''; 
X x theoretische Böden. 


der Exponenten n und n’” und die Punktreihe, wie sie 
sich bei der bekannten von Boden zu Boden fort- 
schreitenden Berechnungsmethode für theoretische 
Böden ergibt, eingezeichnet, die wiederum gut über- 
einstimmen. Man sieht auch hier sehr deutlich, wie 
stark die Annahme über den Widerstand des Stoffaus- 
tausches den Verlauf der Rektifikationslinien beein- 
flußt, und wie wichtig es daher ist, die tatsächliche 
Aufteilung dieses Widerstandes auf Flüssigkeit und 
Dampf durch weitere Forschungsarbeiten zu er- 
gründent. 


Zusammenfassung. 


Die vorstehende Untersuchung bringt eine Er. 
gänzung zur Theorie der Rektifikation idealer Drei- 
stoffgemische. 

Entgegen dem schon früher behandelten Fall, bei 
dem der Widerstand des Stoffaustausches allein auf 


1 Einen wichtigen Schritt in dieser Richtung bedeutet die 
an der Technischen Hochschule Hannover eingereichte Disser- 
tation von E. Epye über die „Rektifizierwirkung niedriger 
Füllkörperschichten“. Diese Arbeit soll demnächst veröffent- 
licht werden. 
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der Dampfseite angenommen wurde, wird nunmehr 
vorausgesetzt, daß der Stoffaustauschwiderstand allein 
auf der Flüssigkeitsseite liegt. Bei beiden Annahmen 
ergeben sich identische Rektifikationsscheidelinien, 
Hüllkurven und Rektifikationsdreiecke. Die Diffe- 
rentialgleichungen sind in beiden Fällen gleich gebaut. 
Ihre Lösungen, die die Rektifikationslinien darstellen, 
unterscheiden sich nur durch einen Exponenten n 
bzw. n’’. Wenn der Stoffaustauschwiderstand aus- 
schließlich auf der Flüssigkeitsseite liegt, ist der Ex- 
ponent kleiner als im entgegengesetzten Fall. Dies be- 
deutet für den Verlauf der Rektifikation eine geringere 
Anreicherung an demjenigen Bestandteil, dessen Siede- 
punkt zwischen den Siedepunkten der beiden anderen 
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Bestandteile liegt. Für das Verhältnis der Exponenten | 
bei den verschiedenen Annahmen über den Stoffaus- 
tausch ergibt sich eine einfache Beziehung. Der Ver- 
lauf der Rektifikation, wie er sich in bekannter Weise | 
schrittweise unter Annahme theoretischer Böden er- 
rechnet, läßt sich mit Hilfe der gefundenen Lösung 
nach Gl. (23) ebenfalls zahlenmäßig gut wiedergeben, 
wenn man als Exponenten das geometrische Mittel aus 
n und n’ benutzt. 


Literatur. [1] Hausen, H.: Z. f. angew. Phys. 4, 41 (1952). 
— [2] Hausen, H.: Forschung 6, 9 (1935). 
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Die Temperaturabhängigkeit der Viskosität des Wassers zwischen 0° und 40°C*, 


Von WoLr WEBER. 


(Eingegangen am 10. Juli 1954.) 


I. Einleitung. 

Im Rahmen einer Arbeit über die Festlegung einer 
Viskositätsskala, die auf der absoluten Viskosität des 
Wassers bei 20°C beruht, wurden auch Messungen der 
Temperaturabhängigkeit der Viskosität des Wassers 

zwischen 0° und 40°C ausgeführt. Eine Veröffent- 
lichung dieser Meßergebnisse war ursprünglich nicht 
geplant, sie mag aber jetzt nützlich sein, nachdem 
durch das Erscheinen einer Arbeit von KAmPrMEYeER|1] 
die schon bestehende Unsicherheit hinsichtlich der 
genauen Temperaturabhängigkeit der Viskosität des 
Wassers nur vergrößert worden ist. KAMPMEYER 
stellte unter Benutzung zuverlässig erscheinender 
Meßwerte eine Ausgleichformel für die Temperatur- 
abhängigkeit der Wasserviskosität auf, die zwar im 
Bereich von 20° bis 60° recht gute Werte liefert, nach 
0° zu aber falsch wird und auch zwischen 60° und 100° 
zu unrichtigen Werten führt. An Hand eigener MeBß- 
werte und solcher neuerer fremder Autoren wird ver- 
sucht, im Bereich von 0° bis 40°C sicher erscheinende 
Zahlenwerte anzugeben. 


2. Durchführung der eigenen Versuche. 


Zu den Messungen wurde ein Viskosimeter nach 
Art des Freiflußviskosimeters von UMSTÄTTER [2] be- 
nutzt. Bei einer Kapillarlänge von 40 cm und einem 
Volumen zwischen den Meßmarken von 9,5 ml betrug 
die Ausflußzeit von Wasser bei 20°C etwa 390 sec. 
Die HAGENBACH-Korrektur ist klein und erreicht bei 
20° nur 0,25%. Größte Sorgfalt wurde auf eine ein- 
wandfreie Temperierung des Viskosimeters gelegt. 
Die beste Temperaturkonstanz wurde auf folgende 
Weise erzielt. Mit einem Hilfsthermostaten wurde 
temperierte Kühlflüssigkeit durch die Kühlschlange 
des Hauptthermostaten (HörrLer-Thermostat 12 ]) 
gepumpt. Der so erzielten konstanten Kühlung wurde 
eine konstante Heizung mit Batteriestrom gegenge- 
schaltet und diese so einreguliert, daß die Temperatur 
im Badmantel des Viskosimeters sich nicht änderte. 
Es ließ sich über längere Zeiten eine auf weniger als 
+ 0,01°C konstante Temperatur einstellen, bei Re- 


* Amtliche Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen 
Bundesanstalt. 


gelung des Hauptthermostaten durch ein Kontakt- 
thermometer gelang es bei der Anordnung nicht, die 
Schwankungen unter — 0,02° herunterzudrücken. 
Für Temperaturen unterhalb 20° wurde der Hilfs- 
thermostat durch eine Solekühlmaschine gekühlt, bei 
0° wurde Spiritus als Badflüssigkeit genommen. Die 
Zeitmessung erfolgte mit Synchronuhren, die an eine 
Normalfrequenz von 50 Hz angeschlossen waren. 


Sämtliche Messungen wurden als Relativmessungen 
gegen 20° ausgeführt, d.h. zu Beginn jeder Meßreihe 
wurde die Viskosität bei 20° nachgeprüft und die 
übrigen Werte darauf bezogen. Die angegebenen 
Zahlenwerte sind Mittelwerte aus fünf unabhängigen 
Meßreihen mit zwei verschiedenen Beobachtern. Jeder 
Punkt ist das Mittel aus mindestens zwanzig Einzel- 
werten. Außer den Messungen mit dem Freifluß- 
viskosimeter sind auch Versuche mit ÜBBELOHDE-Ka- 
pillaren durchgeführt worden. Bei den Ergebnissen 
dieser Versuche ist als Endwert stets das Mittel aus 
den Meßwerten mit vier verschiedenen Geräten (je 
zwei der Größe 0a und I) mitgeteilt. Die HAGENBACH- 
Korrektur war vorher für jedes Viskosimeter gesondert 
ermittelt worden.| Die aus den Versuchen unmittelbar 
gewonnene kinematische Viskosität wurde auf dyna- 
mische Viskosität umgerechnet. / 


3. Temperaturabhängigkeit der Viskosität des Wassers. 


In der folgenden Tabelle 1 sind alle dem Verfasser 
bekannt gewordenen neueren Messungen der Tempe- 
raturabhängigkeit der Viskosität des Wassers zwischen 
0° und 40°, und zwar des einfacheren Vergleiches 
wegen als Relativwerte zur Viskosität bei 20°C auf- 
geführt!. Bei den eigenen Messungen sind die Ergeb- 
nisse mit dem Freiflußviskosimeter (UMSTÄTTER) und 
den UÜBBELOHDE-Viskosimetern gesondert gekenn- 
zeichnet. 


Im Temperaturbereich von 20° bis 40°C ist die 
Übereinstimmung der neueren Meßwerte recht gut, 
vor allem die Punkte 25° und 40° erscheinen weit- 
gehend gesichert. Zwischen 0° und 20° liegen seit den 


1 Die in dieser Zeitschrift erschienene Arbeit von Höpr- 
LER [11] „Über neuere Messungen der Zähigkeit des Wassers“ E 
behandelt nur den Viskositätswert bei 20° C 


belle 1. Relativwerte der Viskosität des Wassers nılmao im 
Bereich von 0° bis 40°C. Experimentelle Werte. 


> = 
sza | 8 53 Bi: En 1952 
== BIER eH.ı Son PTB 
BEE | Sm | sa | 39 |$% a5 
r- As -o - 7 nr z „H 8 £ 
8 | 3 UMST. UBBEL. 
| 
1,7864 | 1,7897 | 1,7896 
1,5159 1,5154 | 1,5178 | 1,5185 
10 1,2932 1,3044 | 1,3045 
15 1,1312 | | I 1,1360 | 1,1351 
‚20 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 
1525 0,8892 0,8885 | 0,8885 0,8885 
| 30 0,7948 | 0,7947 0,7960 0,7959 
35 0,7184 | 0,7175 
4 40 0,6522 0,6518 | 0,6518 | 0,6517 


Messungen von BinGHAMm und WHITE anscheinend 
keine Neubestimmungen vor, mit Ausnahme eines 
Wertes von HArpy und CorrisGron bei 5°. Die 
eigenen Meßwerte bei 0° und 5° sind etwas höher als 
die der anderen Autoren. Die Differenzen übersteigen 
nicht sehr wesentlich die Meßunsicherheit; sie werden 
aber durch die zusammenfassenden Bearbeitungen 
(Ausgleich) vergrößert, von denen die wichtigsten in 
der Tabelle 2 zusammengestellt und wieder den eigenen 
Meßwerten gegenübergestellt sind. 


Tabelle 2. Relativwerte der Viskosität des Wassers ntı/Ngo im 
Bereich von 0° bis 40°C, nach Ausgleichverfahren verschiedener 
Verfasser. 


ei 

7 = —ä ; 

5 Are en ea “8 a «nd 

= Se 33 22 SHS 

- 5,| Mittel- |Ausgleich-| &S ER E aus 

E, formel 6 = 
0 | 1,7805 | 1,7832 | 1,7783 | 1,7829 | 1,7668 | 1,7897 
5 | .1,5086-| 1,5112 | 1,5057 | 1,5140 | 1,5079 | 1,5178 
10 | 1,3001 | 1,3012 | 1,2984 | 1,3035 | 1,3014 | 1,3044 
15 7 1,1354 | 1,1347 | 1,1348 | 1,1358 | 1,1353 | 1,1360 
20 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 ı 1,0000 | 1,0000 
25 | 0,8900 | 0,8893 | 0,8872 | 0,8885 | 0,8886 | 0,8885 
30 | 0,7982 |_0,7967 | 0,7935 | 0,7959 | 0,7958 | 0,7959 
35 | 0,7172 | 0,7189 | 0,7146 | 0,7179 | 0,7177 | 0,7175 
40 | 0,6503 | 0,6527 |, 0,6480 | 0,6518 | 0,6514 | 0,6517 

! 


Ein Vergleich der gemittelten Werte von BINGHAM 
und Jackson (Tab.2) mit den experimentellen Werten 
von BINGHAM und WHıte (Tab. 1) zeigt, daß nach der 
Mittelbildung die Viskositätswerte für 0° und 5°C um 
0,3 bzw. 0,5% niedriger angegeben werden. Der Grund 
hierfür liegt in der Berücksichtigung der Meßwerte 
älterer Autoren, die bei 0°C durchweg tiefer liegen. 
Die Viskositätsangaben bei 0° und 5°C, wie man sie 
nach der Ausgleichformel von BINGHAM und JACKSON 
erhält, liegen etwas höher als die der Mittelbildung. 
BinGHam und Jacksons Zahlenangaben (Ausgleich- 
formel) galten bis in die neueste Zeit als Standard 
für die Temperaturabhängigkeit der Viskosität des 
Wassers. DorsEeys Zusammenstellung in den Critical 
Tables erscheint wenig zuverlässig. Die sehr niedrigen 
Relativwerte zwischen 0° und 20° sind durch seinen 
hohen 20°-Wert bedingt (13, = 1,0087 eP), aber auch 
bei höheren Temperaturen sind seine Werte durchweg 
schlechter als die von BinGHAm und Jackson. Die 
‚erste der neueren Zusammenfassungen, d.i. die von 
ÜRAGOE, beruht auf Messungen des National Bureau 

Standards und stimmt mit den eigenen Meßwerten, 
bgesehen von den Punkten bei 0° und 5° mit einer 
ittleren Abweichung von weniger als + 0,1% über- 


Z.f. angew. Physik. Bd. 7. 
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ein. Die von KAMPMEYER angegebenen Werte decken 
sich zwischen 20° und 40° recht gut mit den eigenen 
Meßwerten, nicht jedoch zwischen 0° und 20°. In 
diesem Bereich liegen seine Angaben systematisch 
tiefer und erreichen bei 0° eine, die Meßunsicherheit 
weit übersteigende Abweichung von 1,3%. Bedingt 
ist diese Differenz durch die Bewertung der dem Aus- 
gleich zugrunde liegenden Meßpunkte. KAMPMEYER 
schenkt den Meßwerten von BinGHAMm und WHITE 
bei 5° und 0° wenig Vertrauen, weil die älteren Autoren 
durchweg niedrigere Werte finden und gelangt da- 
durch zu den sehr tiefen Viskositätswerten. Der Meß- 
wert von HArpy und CorriınGTon bei 5° ist KAmp- 
MEYER nicht bekannt gewesen. Mit den Meßwerten 
von HArDY und CoTTInGToN zwischen 60° und 100° 
läßt sich übrigens zeigen, daß in diesem Temperatur- 
bereich die Ausgleichformel von KAMmPMEYER zu hohe 
Werte liefert. 


4. Darstellung der Meßwerte durch Interpolations- 
formeln und Angabe der wahrscheinlichsten Werte für die 
Viskosität des Wassers zwischen 0° und 40° 0. 

Es wurde versucht, die eigenen Meßwerte durch 
eine Interpolationsformel darzustellen. Aus einer 
Reihe von Interpolationsformeln, z. B. die von BınG- 
HAM, HARDY und COTTINGTON, CRAGOE, VOGEL und 
UMSTÄTTER erwies sich die von CRAGOE [5] angegebene 
Gleichung 
nt __ a (20 —1t) — 5. (20 — 1)? 

"zo W +6 
(t Temperatur in °C) 


log 


als diejenige, mit der sich die Meßwerte mit der ge- 
ringsten Streuung darstellen lassen. Die Näherungs- 
kurve wurde durch je drei Meßpunkte gelegt; sie geht 
außerdem durch den Bezugspunkt 20° hindurch. 

In der Tabelle 3 sind die Relativwerte, die aus den 
Ausgleichkurven berechnet wurden, zusammengestellt. 
Die drei Meßpunkte, aus denen die Konstanten der 
Näherungsgleichungen jeweils ermittelt wurden, sind 
unterstrichen. 


Tabelle 3. Darstellung der Viskosität des Wassers mit den Aus- 
gleichformeln von ÜRAGOE und HARDY u. ÜOTTINGTON. 


r HARDY u. COTTINGTON PTB 
er ORAGOR | u u.co ae CRAGOE Formel durch 
Formel Formel 0°,15°,40° | 10°, 25°, 40° 
j 

0 1,7829 | 1,7833 | 1,7857 | .1,7897 ‘| 1,7894 

5 | 1,5140 | 1,5184 | 1,5154 | T,s1e7 | 1,5166 

10 | 1,3035 | 1,3045 | 1,3041 | 1,3045 | 1,3044 
15 1,1358 | 1,1362 | 1,1360 1,1360 1,1360- 

20 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | T,0000 | 1,0000 

25 | 0,8885 | 0,8881 | 08885 | 0,8885 | 08885 

30 | 0,7959 0,7954 | 0,7959 | 0,7959 0,7959 

2351.1:0,71792 1=0,7176 0,7179 | 0,7179 0,7179 

40 0,6518 0,6518 0,6518 | 0,6517 0,6517 

| a Peru lin 


Legt man die Gleichung von CRAGOE durch die 
Meßpunkte von HARDY und COTTINGTON, so stimmen 
diese Ausgleichwerte gut mit den eigenen Meßwerten 
bei Temperaturen von 10° bis 40° überein (Ab- 
weichungen kleiner als + 0,05%). Ebenfalls führen 
die Angaben von CRAGOE, die auf Messungen des NBS 
beruhen, praktisch in dem Bereich zu den gleichen 
Zahlenwerten, vgl. Tabelle 3. Der eigene Meßwert 
bei 35° scheint etwas zu niedrig zu liegen. Die Versuche 
bei 0° und 5° ergeben höhere Viskositätswerte, als es 
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bisher angenommen wurde. Mit der Formel von CrA- 
GOE war es nicht möglich, beide Meßpunkte darzu- 
‘stellen. Wurde die Kurve durch 0° gelegt, lag der 
5° Punkt zu tief, wurde sie dagegen durch 5° gelegt, 
fiel der 0° Punkt noch höher. Es erscheint nicht un- 
möglich, daß die Kurve für die Temperaturabhängig- 
keit der Viskosität des Wassers in der Nähe von 5° 
eine kleine Unstetigkeit hat. 

In Tabelle 4 sind die vom Verfasser als wahrschein- 
lich gehaltenen Viskositätswerte des Wassers ange- 
geben, einmal als Relativwerte, und dann als Absolut- 
werte, bezogen auf den neuen Basiswert der Viskosität 
des Wassers bei 20°C, der von SWINDELLS, CoE und 
GODFREY [9] zun = 1,002 ePoise ermittelt wurde. 


Tabelle 4. Wahrscheinlichste Werte der Viskosität des 
Wassers zwischen 0° und 40° 0. 


Tempe- | Viskositätsver- dynamische kinematische 
ratur haltnia Viskosität Viskosität 
°C N cP cSt 
Oex! 1,7885 | 1,792 1,792 
Da 1,5170 | 1,520 1,520 
10 1,3043 :]7:1,3069== | > 1,3073 
15.151360 2 01 1,1388 1,1393 
20 | 1,0000 1,0020 1,0038 
2b 02] 0,8885 0,8903 0,8929 
30 | 0,7959 | 0,7975 0,8010 
| 0,7179 | 0,7193 0,7236 
40 | 0,6518 | 0,6531 0,6582 


Die Unsicherheit der Zahlenangaben zwischen 20° 
und 40°C dürfte + 0,05% nicht übersteigen. Für die 
eigenen Meßwerte mit dem Freifluß-Viskosimeter 
zwischen 0° und 20° ergeben sich für die Standard- 
abweichung o (mittlerer quadratischer Fehler) bei 15°, 
10° und 5° + 0,03%, bei 0° + 0,05%. Der Wiederhol- 
Streubereich! 3 o liegt also in der Größenordnung von 
+ 0,1%. Für die UBBELOHDE-Viskosimeter ist die 
Unsicherheit infolge der Größe der HAGENBACH- 
Korrektur etwa doppelt so groß anzusetzen. Die 
Mittelwerte der Viskosität, erhalten mit den beiden 
Viskosimetertypen, unterscheiden sich aber durchweg 
um weniger als 0,1%. 


5. Einfluß des Luftgehaltes auf die Viskosität von Wasser. 


TınDAL und Mason [10] glauben einen bedeutenden 
Einfluß des Luftgehaltes (besonders des Sauerstoff- 
gehaltes) auf die Viskosität von Wasser nachgewiesen 
zu haben. Danach soll die Viskosität des Wassers 
bei 4° um 0,5% je Milliontel O,-Gehalt ansteigen, bei 
25° für einen Sauerstoffgehalt über 5 Milliontel sogar 
bis 6% je Milliontel Zunahme O,. Zur Nachprüfung 
dieser Angaben wurde eine Reihe von Versuchen 
durchgeführt. Einmal wurde doppelt destilliertes 


1 Zur Definition der Ausdrücke Standardabweichung und 
Wiederhol-Streubereich siehe Entwurf DIN 51849 ‚Prüf- 
fehler und Toleranz‘ veröffentlicht in Erdöl und Kohle 6, S. 557 
(1953). 
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Wasser, das zuerst am Zeitpunkt der Messung mit 
Luft in Berührung gekommen war, gemessen, dann 
wurde ein Teil des gleichen Destillates an Luft offen 
stehengelassen und nach verschiedenen. Tagen, im 
Höchstfalle 7 Tagen, untersucht. Durch andere 
Proben wurde mehrere Stunden lang verdampfende 
flüssige Luft mit hohem Sauerstoffgehalt durchge- 
leitet. Die Messungen wurden in zwei ÜBBELOHDE- 
Kapillaren durchgeführt. Die Durchflußzeit von | 
Wasser bei 20° der ersten Kapillare war in einer großen | 
Zahl von Einzelbestimmungen während mehrerer Jahre 
zu 201,22 + 0,1 sec gefunden worden. Sämtliche 12 
Meßreihen mit verschiedenen Graden der Belüftung 
des Wassers (darunter drei Versuche mit praktisch 
luftfreiem, frisch destilliertem Wasser) ergaben Mittel- 
werte zwischen 201,12 und 201,22 sec. Die zweite 
Kapillare, deren Laufzeit für Wasser 202,06 + 0,1 sec 
betrug, ergab bei den gleichen Versuchen Mittelwerte 
zwischen 202,00 und 202,15 sec. Die Proben, die mit 
Luft nicht in Berührung waren, zeigten Meßwerte, die 
an der unteren Grenze des Streubereiches lagen. Aus 
den Versuchen läßt sich folgern, daß ein Einfluß der 
Belüftung des Wassers für dieübliche Versuchspraxis 
(doppelte Destillation des Wassers und anschließende 
Messung) nicht von Bedeutung ist und normalerweise 
keine größere Unsicherheit als 0,1% bedingt. 


6. Zusammenfassung. 


Es wird an Hand eigener Messungen und solcher 
fremder Autoren gezeigt, daß eine von KAMPMEYER 
angegebene Ausgleichformel für die Temperatur- 
abhängigkeit der Viskosität des Wassers im Tempe- 
raturbereich von 0° bis 20° zu falschen Werten führt. 
Die nach Ansicht des Verfassers zuverlässigsten Werte 
für die Temperaturabhängigkeit der Viskosität des 
Wassers zwischen 0° und 40° werden in einer Tabelle 
angegeben. Ein von TınpAL und Mason gefundener 
Einfluß der Belüftung auf die Viskosität des Wassers 
konnte nicht bestätigt werden; er ist — wenn über- 
haupt reell — für die normale Versuchspraxis der 


‚Viskositätsmessungen mit Wasser bedeutungslos. 
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Berichte. 


Gleiehriehter mit p-i-n- bezw. mit p-s-n- Struktur unter Gleichstrombelastung. 
Von ApoLr HErLET und EBERHARD SrENKE. 


Mit 4 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 15.September 1954.) 


2 I. Einleitung. 
| Transistoren und Kristallgleichrichter werden häufig 
‚nach dem sogenannten Legierungsverfahren [1], [2], 
[3] hergestellt. Ausgangspunkt sind dabei dünne, ein- 
kristalline und hochohmige Halbleiterscheibchen, bei- 
spielsweise aus eigenleitendem Germanium. Auf die 
beiden einander gegenüberliegenden Seiten ‘dieser 
| _Scheibehen werden Kontakte aus Elementen der III. 
| ‚und V. Gruppe des periodischen Systems aufgeschmol- 
‚zen, beispielsweise ein Indium- und ein Antimonkon- 
takt. Dabeibildensichinder Randzone des Germaniums 
sehr hoch dotierte Schichten, die mit den Kontakt- 
metallen abgesättigt sind. Im Gegensatz dazu bleibt 
die Mittelzone undotiert (s. Abb. 1). Eine derartige 
Anordnung nennt man eine p-i-n-Struktur [4], wobei 
der Buchstabe i die eigenleitende Mittelzone (intrinsic) 
repräsentiert und den Unterschied gegenüber den 
SHockLEYschen »-n-Gleichrichtern [5] betont, bei 
denen die beiden dotierten Gebiete unmittelbar, d.h. 
ohne Zwischenschaltung einer eigenleitenden Mittel- 
zone in einander übergehen (s. Abb. 2). Da es sich nun 
einerseits häufig gar nicht vermeiden läßt, daß in der 
Mittelzone doch eine schwache Dotierung vorhanden 
ist, und da sich andererseits eine solche Dotierung zum 
mindesten auf das Sperrverhalten auch schon bei klei- 
nen Dotierungskonzentrationen bemerkbar macht, er- 
scheint es uns richtig, zwischen dem Verhalten einer 
p-i-n-Struktur und dem einer ‚;p-s-n-Struktur“ zu 
unterscheiden. Der Buchstabe s soll dabei auf die 
schwache (oder soft) Dotierung der Mittelzone hin- 
deuten. 

Wir werden uns im folgenden ersten Teil A dieser 
Arbeit mit dem p-i-n-Gleichrichter beschäftigen, ob- 
wohl es sich dabei eigentlich um eine praktisch nicht 
realisierbare Anordnung handelt. Wie stark aber eine 
Dotierung der Mittelzone das Sperrverhalten des 
Gleichrichters beeinflußt, kommt gerade durch die 
Gegenüberstellung einer p-i-n-Struktur und einer 
p-s-n-Struktur zum Ausdruck. Die p-i-n-Struktur hat 
für uns also die Bedeutung eines gedanklich äußerst 
wertvollen Grenzfalles. Im Teil B folgt dann die Be- 
handlung der 9-s-n-Struktur. 


II. Der stromdurchflossene, nicht neutrale Halb- 
leiter, Skizzierung einer allgemeinen Theorie.! 

Obwohl wir später bei der tatsächlichen Durch- 
führung einer Theorie der p-i-n- und der p-s-n-Gleich- 
richter auf Näherungsmethoden angewiesen sein wer- 
den, empfiehlt es sich, zunächst die vollständigen Dif- 
ferentialgleichungen aufzustellen, die das Geschehen in 
einem stromdurchflossenen und raumladungsbehaf- 
teten Halbleiter beherrschen. Im einzelnen handelt es 
sich dabei um die Zusammensetzung des Gesamtstro- 
mes / aus dem Diffusions- und dem Feldstrom der 
Elektronen und aus dem Diffusions- und dem Feld- 
strom der Defektelektronen (Abschn. 1). Als nächstes 
folgen dieKontinuitätsgleichungen für den Elektronen- 
und den Defektelektronenstrom, die die Divergenzen 


i Siehe hierzu auch [5], [6]. 


dieser Ströme mit der Differenz R zwischen der Re- 
kombination und der Paarerzeugung in dem Halbleiter 
verknüpfen (Abschn. 2). Schließlich ist der Zusammen- 
hang zwischen der Divergenz der dielektrischen Ver- 
schiebung e& und der Raumladungsdichte o zu 
besprechen, also die PoıssonscheGleichung (Abschn.3). 
In einem Schlußparagraphen wird das gegenseitige 
Verhältnis dieser Gleichungen und die Zahl der unab- 
hängigen Unbekannten diskutiert (Abschn. 4). 


Behr A, G 
ÜÜ, 


Konzentrationen Ty-Tigt 


Ss 


x=0 
Ortskoordinate 


Abb. 1. Verlaufr 4-(2) und n9+(x) der Akzeptoren- und Donatorenkonzentra- 

tion beidem von HALL beschriebenen Gleichrichter mit p-i-n- bzw. 9-s-n-Struk- 

tur. (Schematisierte Darstellung. n4- und np+ sind in den hochdotierten 
Gebieten willkürlich mit 1 + 10° cm”? angenommen worden.) 


Tıpr TU 


S 


Orfskoordinote & 


Abb. 2. Verlauf n4-(2) und np+(x) der Akzeptoren- und Donatorenkonzen- 
tration bei einem SHOCKLEYschen p-n-Gleichrichter (schematisierte Dar- 
stellung). 


l. Der Gesamtstrom als Summe der Diffu- 
sions- und der Feldströme der Elektronen 
und der Defektelektronen. 


Die Dichte i des Gesamtstromes setzt sich zunächst 
einmal aus der Elektronenstromdichte i, und der De- 
fektelektronenstromdichte i, additiv zusammen. Wäh- 
rend aber die Elektronen- und Defektelektronenströme 
keineswegs divergenzfrei zu sein brauchen und daher 
im allgemeinen Ortsfunktionen sein werden, muß der 
Gesamtstrom in einem stationären Fall ortsunab- 
hängig sein, da sich sonst der Ladungszustand irgend- 
welcher räumlicher Bereiche fortgesetzt und monoton 
ändern müßte, also nicht stationär wäre. Wir haben 
demnach zunächst einmal im Falle stationärer Be- 
lastung 


in(2) + izle) =i. (1) 


Wenn wir weiter i„ und i, jeweils als Summe von Dif- 
7 
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te und Feldstromdichte darstellen 


i„(2) 


— inpjge(®) + Inpeıa (%) 


— D,n‘(&)) er e Un n(x) 5 E(x) ’ (2) 


= Ippier(®) + Ippera(%) 
D,p'x)) + eu, p(x) * &(x) (3) 


und damit für die ortsunabhängige Gesamtstrom- 
dichte i 


E e en n (z ) T e Un n(x) E(x) A p(x) 

+ e 1, p(x)  E(x) = (4) 
schreiben, so enthalten diese Ansätze die Vorausset- 
zung „quasi thermischer‘ Verhältnisse. Die Feld- 


stärke und die Konzentrationsgradienten sollen also so 
klein sein, daß die entstehenden Driftgeschwindig- 


E(z2), D, a 4, &(z) und D, En 2 
gegenüber der mittleren thermischen Geschwindigkeit 


Ütherm — = bleiben. Mit in = 3,6-* 103 = cm 


keiten u, klein 


und 


2 
lt sek 
Vtherm 7 107 cm sek-! wären hiernach die Ansätze (2) 
bis (4) noch bis & #3 10% Volt em”! zulässig. Tatsäch- 
lich haben aber Versuche gezeigt, daß das Onmsche 
Gesetz 
a Zr e Un n(x) . E(x) 

inGermanium beispielsweise schon bei &=600Volt em! 
zu versagen beginnt [7], [8], und SHockL£y [9] konnte 
diese Tatsache durch den Hinweis aufklären, daß die 
Energieübertragung zwischen dem Elektronengas und 
dem Gitter schon bei diesen Feldstärken nicht mehr zu 
einer genügenden Kühlung des Elektronengases aus- 
reicht, so daß das Elektronengas viel heißer als das 
Gitter wird — eine Erscheinung, die bei Gasentladun- 
gen in analoger Weise zu enormen Temperaturunter- 
schieden zwischen dem Elektronen- und dem Ionengas 
führt. 

Die Ansätze (2) bis (4) versagen also zunächst ein- 
mal bei Feldstärken und bei Konzentrationsgradienten, 
die in den 9-i-n-Strukturen sicher überschritten wer- 
den; durch das Eintreten des Zunzreffektes wissen wir 
ja, daß bei Sperrbelastungen Feldstärken von etwa 
105 Volt em”! an gewissen Stellen in den Gleichrichtern 
auftreten. Wir glauben aber trotzdem, daß die Ver- 
wendung der Ansätze (2) bis (4) nicht ernsthaft zu be- 
anstanden ist. 


Die kritischen Feldstärken und Konzentrationsgradienten 
treten nämlich an den Grenzen zwischen den hochdotierten 
Randzonen und der undotierten Mittelzone auf. Wir werden 
aber sehen, daß in den Randgebieten der Mittelzone auch bei 
Stromdurchgang mit großer Annäherung BOLTZMANN-Gleich- 
gewicht herrscht. Allein diese Beziehung zwischen Konzen- 
trations- und Potentialwerten ist aber in diesen Randzonen 
für die Theorie wirklich wesentlich, nicht das Onmmsche 
Gesetz: inpegs = C ln n(x) (x) und der Diffusionsansatz: 


inpirr = € Du n’(x). Im Gegensatz zu diesen Gesetzen ist nun der 


BOLTZMANN-Zusammenhang zwischen Konzentration und Po- 
tential recht universell gültig, insbesondere auch in starken 
Potential- und Konzentrationsgradienten. Es kommt also 
unseres Erachtens gar nicht so darauf an, welche Ansätze im 
einzelnen in den Randgebieten der Mittelzone gemacht 
werden, wenn diese Ansätze nur auf annäherndes BOLTZMANN- 
Gleichgewicht auch bei Stromdurchgang hinführen. Das ist 
aber bei den Ansätzen (2) - - - (4) der Fall, wie wir in Kapitel IV 
Abschn. 4 genauer sehen werden: 
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2. Die Kontinuitätsgleichungen für den \ 
Elektronen- und für den Defekt- 
elektronenstrom. 


Wir erwähnten zu Beginn des vorigen Abschn.1, daß 
im Gegensatz zur Gesamtstromdichtei die Elektronen- 
und Defektelektronenstromdichten i,(z) und i,() 
nicht divergenzfrei zu sein brauchen. Wenn trotzdem 
ein stationärer Zustand vorliegen und infolgedessen die 
Konzentrationen n(x) und p(x) zeitunabhängig sein 
sollen, müssen die jeweiligen örtlichen Divergenzen 
din 
de 
Elektronen! bzw. Defektelektronen gerade gedeckt wer- 
den. Die fraglichen Quellen sind nun dadurch ge- 
geben, daß bei Stromdurchgang nicht mehr wie im 
thermischen Gleichgewicht die Zahl r np der Rekom- 
binationsprozesse gerade gleich der Zahl g= rn? der 
Neuerzeugungsakte ist, sondern daß ein positiver oder 
negativer Rekombinationsüberschuß 


A=ernp—g=rnp—m) (5) 
vorliegt. Mit der Konzentrationsabhängigkeit des 
Wiedervereinigungskoeffizienten r werden wir uns so- 


gleich zu beschäftigen haben. Zuvor halten wir fest, 
daß im stationären Fall 


m) | 


und ee von geeigneten örtlichen Quellen für 


(6) 
I\di 
(Fe) | 
sein muß bzw. mit Hilfe von (2) und (3) 
d? d 
Duga + Ming, (na) - Ela) = R (7) 


dep d 

Dya: — Un za Pr) EA) =R. (8) 
In manchen Fällen ist es vorteilhaft, diese beiden Glei- 
chungen zusammenzufassen. Multiplikation von (7) 


mit m und Addition zu (8) gibt 


de d m 
DH Em = (I +47) 8; 0) 
denn nach NERNST, TOwNSEND und EINSTEIN ist ja 

KT! a: 
D=u'— =uB! und damit mDn=D. 


Nun aber müssen wir uns mit dem zunächst durch 
(5) gegebenen Rekombinationsüberschuß NR und ins- 
besondere mit dem Wiedervereinigungskoeffizienten r 
genauer beschäftigen. Freilich ist der Wiedervereini- 
gungskoeffizient r eine Größe, die experimentell nicht 
direkt zugänglich ist im Gegensatz zu gewissen „Ab- 
klingzeiten‘“ und ‚„Lebensdauern‘“, die bei Störungen 
des thermischen Gleichgewichts für den zeitlichen Ab- 
lauf der Erscheinungen charakteristisch sind. Es ist 
deshalb naheliegend, von r zu einer Zeitgröße überzu- 
gehen und da r die Dimension cm? sek! hat, wird man 
diese Zeitgröße durch 
1 
ne * (10) 
definieren. Die Inversionsdichte n; spielt dabei ge- 
wissermaßen die Rolle einer Normalkonzentration. Mit 


1 Wir werden an Stelle der thermischen Energie KT stets 
ihr Voltäquivalent 9 = kT/e in unseren Gleichungen führen. 
Diese gewinnen dadurch häufig an Übersichtlichkeit. Bei 
T = 300° K ist ® = 0,0258 Volt. = 


) nimmt (5) die Gestalt 
R (n, p) == 


n:p—n? 
er =) 
ın, wobei jetzt 7*!) konzentrationsabhängig sein kann: 
(12) 


ach den bisherigen experimentellen Erfahrungen [11], 
12] scheint es vernünftig zu sein, diese Konzentra- 
ionsabhängigkeit durch einen linearen Ansatz 


ern). 


"n)-UG, tb, (9) 
zu beschreiben. 


Der Versuch von Snocktey und Rzan [13] und von 


[11], die beobachteten Rekombinationserscheinungen 
mit Hilfe des sogenannten Trap-Modells zu deuten, führt auf 
die Gesetzmäßigkeit 


_ JE JE 
E 1 k7 1 tır | 
= ——: e — 5} 
Op vth NT On vthny (14) 
1 n ee p 
Opüthn? N; MvhnT n; 


Dabei ist o, der Einfangquerschnitt der (negativ geladenen) 
Traps gegenüber Defektelektronen und o,„ der Einfangquer- 
schnitt der (neutralen) Traps gegenüber Leitungselektronen. 


vi = Ser ist die thermische Geschwindigkeit freier 


- m 

Elektronen bei der Halbleitertemperatur und n7 ist die Ge- 
samtkonzentration der (gel denen + ungeladenen) Traps. 
Mit AE ist ferner der energetische Abstand bezeichnet, um 
den das Energieniveau der Traps unter der Mitte des ver- 
botenen Bandes liegt: 

AE = 5 (Be— Ey) — Er. 


» 


Ein Vergleich von (14) und (13) ergibt 


_AE ed 
nn il kr 1 kT 
I, = ———e — 6 
Op VthnT On V%thRT 
Wen (15) 
Ip vth N 
2 i 
I, = -———. 
Gy vth NT 


Nach den bisherigen Untersuchungen liegt beim Germanium 
das Trapniveau unterhalb der Bandmitte. Es ist also AE>0 
und 


1 7* selbst hat noch nicht unmittelbar die angestrebte 
Bedeutung einer „Lebensdauer 7‘, mit der eine kleine Ab- 
weichung von einem Gleichgewichtszustand n, p zeitlich wieder 
abklingt. Es ist 

1 


r(n+p) 


[Siehe hierzu z.B. [10] Gl. V 2.13 und V 2.14, wobei die 
dortige Vernachlässigung p <n nicht zu machen ist.] Es gilt 
also allgemein 


ı* = n+p Zr 
un 
Speziell wird 
in einem Überschußhalbleiter (n = np+ > n;> p) 
ND 


und in einem Defektleiter (p = n4-> ni> n) 
Fi 
Bo ——T 
Ni 
und in einem Eigenleiter (n = p = n;) 
Er 2Ur 
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Weiter hat sich beim Germanium bisher für die Einfangquer- 
schnitte 


H>On 
gezeigt. Es wird dann 
AE 
1 Dear 
nn 6, vih np e > Io und 3 3 (16) 
Mit dem Ansatz (13) folgt aus (11) 
n-p—n? 
Rn, p) E (17) 


Rmtrun+tp 
Es ist offensichtlich, daß eine Lösung der Diff. Gl. (7), 
(8) oder (9) nur in solchen Fällen mit Aussicht auf Erfolg 
versucht werden kann, in denen es möglich ist, (17) auf 
eine einfache z. B. lineare Form zu reduzieren. 
Im »-Gebiet eines p-n-Gleichrichters beispielsweise gilt 

bekanntlich 

pP=Pmp=na->n; (siehe Fußnote!) 

n} = PpWyp=NA-'%, (siehe Fußnote l). 
Im Nenner von (17) dominiert dann das Glied T,n4- (siehe 
Fußnote ?) 

IT, m + T,n HT, pr T, ne 

und so wird 


N — N 
Fer, 


u 18 
\ ui (18) 


m 


wobei die „Lebensdauer 7,, der Minoritätsträger &“ gleich T, 
ist: 
(19) 


T,-= 23» 


3. Die Poıssonsche Gleichung. 

Am Anfang und am Ende elektrischer Kraftlinien 
befinden sich elektrische Ladungen. Diesen anschau- 
lich formulierten Tatbestand beschreibt mathematisch 
die Poıssoxsche Gleichung 

de 4 

an ce). (20) 
In einem Halbleiter tragen zur Raumladungsdichte 
o(x) die Elektronen, die Defektelektronen und die dis- 
soziierten Störstellen D* und A bei: 


o(x) =e-( p—n + N —Ny-), (21) 
so daß sich 

de 47 

we eontnn nr) (22) 


ergibt. Wir wollen voraussetzen, daß außer den D* 
und den A-, unter denen wir die gewohnten wasser- 
stoffähnlichen Donatoren der V. Gruppe oder Akzep- 
toren der III. Gruppe des periodischen Systems ver- 
stehen wollen, keine weiteren geladenen Störstellen- 
sorten in der Raumladungsbilanz berücksichtigt wer- 
den müssen. Diese Voraussetzung kann einmal da- 
durch verwirklicht werden, daß tatsächlich keine ande- 
ren Störstellensorten vorhanden sind. Es können aber 
auch weitere Störstellensorten mit Donator- und Ak- 
zeptorcharakter in den Halbleiter eingebaut sein (die 
sich von den bereits erwähnten Donatoren und Akzep- 
toren durch größere Ablösearbeiten unterscheiden), 
deren Raumladungen aber trotzdem nicht berück- 
sichtigt zu werden brauchen. Das kann z. B. darauf 
beruhen, daß die Konzentrationen dieser zusätzlichen 
Störstellen so gering sind oder daß sie sich raum- 
ladungsmäßig so gut kompensieren, daß ihre Aufnahme 


1 Diese Beziehungen gelten natürlich, wie wir sehen 
werden, auch im p-Gebiet des p-i-n-Gleichrichters, für das 
damit also ebenfalls (18) und (19) Gültigkeit haben wird. 

® Zumindest bei sehr hohen Dotierungen. Bei schwachen 
Dotierungen kann das Glied T,-n; noch von Einfluß sein. 
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in die Raumladungsbilanz (21) überflüssig ist. Das 
hindert nicht, daß sie sich dennoch bemerkbar machen 
und zwar über den Rekombinationsmechanismus, z. B. 
in dem Trap-Modell von SHOCKLEY-READ und HALL. 
Da aber diese Verhältnisse von Fall zu Fall variieren 
werden und nur überflüssige Komplikationen verur- 
sachen, die die Herausarbeitung typischer, übersicht- 
licher und charakteristischer Resultate verhindern, be- 
rücksichtigen wir in (21) nur die gewohnten Donatoren 
und Akzeptoren. Es lag uns aber daran, zu betonen, 
daß es keinen logischen Widerspruch bedeutet, als La- 
dungsbilanz die Gl. (21) anzusetzen und trotzdem mit 
Gesetzmäßigkeiten wie (13) zu arbeiten, die z. B. von 
SHOCKLEY-READ und von HaAur mit Hilfe einer wei- 
teren Störstellensorte erklärt werden. 


4. Zusammenfassung. 


In Abschn. 1 haben wir die Zusammensetzung der 
Gesamtstromdichte i aus den Feld- und Diffusions- 
stromdichten der Elektronen und Defektelektronen 
geschildert und dabei die Gl. (4) gefunden. In Ab- 
schn. 2 kamen die beiden Kontinuitätsgleichungen (7) 
und (8) für die Elektronen- und die Defektelektronen- 
stromdichte hinzu. In Abschn. 3 wurde schließlich die 
Poıssoxsche Gleichung (22) für die Divergenz der 
Feldstärke &(x) aufgestellt. Es scheinen also 4 Grund- 
gleichungen für nur drei Unbekannte vorhanden zu 
sein; denn außer den beiden Konzentrationen n(x) und 
p(x) und der Feldstärke &(x) ist ja keine weitere Unbe- 
kannte zu ermitteln. Diese scheinbare Überbestimmt- 
heit der in dem Halbleiter vorliegenden physikalischen 
Situation klärt sich sofort dadurch auf, daß die Gl. (4) 
von den Gleichungen (7) und (8) nicht unabhängig ist. 
Subtraktion von (7) und (8) und einmalige Integration 
führt nämlich, wie man sich sofort überzeugt, auf (4) 
und die Gesamtstromdichte i hat dabei die Bedeutung 
einer Integrationskonstanten. 

Man könnte also als unabhängige Fundamental- 
gleichungen die beiden Kontinuitätsgleichungen (7) 
und (8) einzeln und dazu dann noch die Poıssonsche 
Gleichung (22) verwenden. Andererseits wird man aber 
die eben geschilderte und an keine speziellen Voraus- 
setzungen gebundene Möglichkeit der einmaligen In- 
tegration der Differenz von (7) und (8) ausnutzen und 
deshalb auf die sich dabei ergebende Gl. (4) als Funda- 
mentalgleichung ungern verzichten. Neben dieser 
Gl. (4) verwenden wir dann nicht die GIn. (7) und (8) 
einzeln als Fundamentalgleichungen, sondern die aus 
diesen durch Addition entstehende und in p und n 
wieder symmetrische Gl. (9). Als dritte Fundamental- 
gleichung kommt dann die Poıssoxsche Gl. (22) hinzu. 

Auf diese Weise haben wir als Fundamentalglei- 
chungen für die drei Unbekannten (x), p(x) und E(x) 
entweder 


2 r n(z) —D, 5 p(®) ur Kon n(x) 5 E(x) 


+1, Dla) &a) = ti er 

D, 43 [pl2) + n(a)] — 1, 2 [pda —nte)) &a)] 
Re (1 2 Zr ne) P(a)) Gi 
Ha—n) Anm nen 


oder 
2 ine) = = + en +eu,n(x) &2) ei 
= e:R (n(x), p(x)) 

ZUR d d 
Er 1,(2) = TE = e D,% + eu, p(x) &a)) BR 
= —e:R(n(e), plz) | 

e dE 

p(x) == n(x) Tr Np+ —Na- = are: (28) 


A. Der p-i-n- Gleichrichter. 


Den p-i-n-Gleichrichter, den wir in den folgenden 
Kapiteln behandeln wollen, schematisieren wir durch 
folgende Anordnung: 

Einstreng eigenleitendesMittel- 
gebiet 

N — N —=0 


habe die Dicke 2 d. Nach links schließt sich ein hoch- 
dotiertes defektleitendes p-Gebiet an mit 
einer Dotierungskonzentration ! 


n4- >n;, (siehe Fußnote ?), 


nach rechts ein hochdotiertes überschuß- 
leitendes n-Gebiet mit einer Dotierungskonzen- 


tration 
Np+ >n; (siehe Fußnote ?). 


An den beiden Grenzen zwischen den hochdotierten 
Gebieten und dem Mittelgebiet nehmen wir einen 
sprunghaften Verlauf der Dotierungen von n,- auf 0 
bzw. von nn: auf0 an. Die Kristallstruktur des Mit- 
telgebietes soll sich dabei ungestört in den hochdotier- 
ten Bereichen fortsetzen, so daß nicht durch Gitter- 
störungen zusätzliche Rekombinationszentren ent- 
stehen. Vor allem soll an den Dotierungsgrenzen keine 
Flächenrekombination auftreten *. . 

Die Höhe der Dotierungskonzentration ist für 
unsere Überlegungen unerheblich, solange die Bedin- 
gungen n4- >n; und np: >n; erfüllt sind . Ebenso 
ist die Längenausdehnung der hochdotierten Bereiche 
für das Verhalten des p-i-n-Gleichrichters unerheblich. 


1 Wir rechnen im folgenden stets mit Störstellenerschöp- 
fung, setzen also die Konzentration n4- bzw. np+ der gela- 
denen Störstellen gleich ihrer Gesamtkonzentration n 4 bzw np. 
Bei der geringen Ionisierungsenergie der normalerweise vor- 
handenen Störstellen dürfte dies bei 300°K noch bis zu 
Dotierungskonzentrationen von etwa 1013 cm"? gestattet sein. 
Siehe z. B. [10] S. 48 u. 49. 

2 n; ist dabei die Inversionsdichte, d. i. die Gleichge- 
wichtskonzentration der Elektronen und Defektelektronen 
im eigenleitenden Material. Für n; gilt mit Hilfe der „effek- 
tiven Zustandsdichten‘‘ (Entartungskonzentrationen) Nc im 
Leitungsband und Ny im Valenzband und mit Hilfe der 
Energiedifferenz Ecy zwischen Valenzband und Leitungs- 
band: 

ar 
ni=V/NoNve * 


® Diese Annahme dient lediglich der Vereinfachung der 
Darstellung, ist jedoch auf die Ergebnisse unserer Überle- 
gungen praktisch ohne Einfluß. 

4 Diese Voraussetzung soll nach den Angaben von 
R.N. Hart [6] bei den technischen Produkten befriedigend 
erfüllt sein. | 

5 In Kapitel IV Abschn. 1 werden wir sehen, daß die Höhe 
der Dotierung im wesentlichen den Gültigkeitsbereich unserer 
Betrachtungen begrenzt. Siehe insbesondere (88) und (89). 


können sie uns einfach als unendlich ausgedehnt 
rstellen. Daß diese Gebiete hoher Leitfähigkeit end- 
begrenzt sind, berücksichtigen wir summarisch da- 
ırch, daß wir den Spannungsabfall über diesen Be- 
ichen (soweit er nicht durch Raumladungseffekte be- 
irkt wird) vernachlässigen !. 

- In den folgenden Kapiteln III—V wollen wir das 
leichstromverhalten einer solchen »-i-n-Struktur 
intersuchen. Wir beginnen mit der Betrachtung des 
belasteten Gleichrichters. 


' III. Der unbelastete p-i-n-Gleichrichter. 

. Qualitative Beschreibung der Konzen- 
rationsverteilungen und des Potential- 
verlaufes. 

Die Konzentrationsverteilungen p(x) der Defekt- 
lektronen und n(x) der Elektronen, sowie der Poten- 
ialverlauf V(x) in einem unbelasteten p-i-n-Gleich- 
ichter sind in Abb. 3 dargestellt. Im Innern des 
igenleitenden Gebietes nehmen Elektronen und De- 
ektelektronen die Gleichgewichtskonzentration n; an 


p(a) = n(a) = n;. (29) 


ferner müssen im Innern der hochdotierten Bereiche 
lie Gleichgewichtswerte 


p(x) = P) = n4- (30) 
n; 
n(x) = n, = Fo (31) 
les p-Materials bzw. 
n} 
” D+ 
; BEN, Rn, (33) 


les n-Materials angenommen werden 3. Der Übergang 
ron dem Gleichgewichtswert des undotierten Gebietes 
u den Gleichgewichtswerten der hochdotierten Be- 
eiche folgt nun nicht abrupt dem Störstellenverlauf, 
ondern findet in einer verschliffenen Form statt, die 
inks und rechts von jeder Dotierungsgrenze dem Be- 
rage nach gleiche Raumladungen entgegengesetzten 
Vorzeichens entstehen läßt. Diese Raumladungen 
jauen in diesen Übergangszonen jeweilseine Diffusions- 
pannung V,„ auf, deren Größe von dem Verhältnis 
)D+ 

5 b 
Diffusionsspannung fällt dabei über dem eigenleiten- 
len Gebiet ab. Der Potentialabfall in den hochdotier- 
en Gebieten ist dagegen gering. Im Innern der Mittel- 
‚one und der hochdotierten Bereiche ist das Potential 


w. = abhängt. Der überwiegende Anteil der 


1 Die vernachlässigten Bahnwiderstäinde können im 
ibrigen durch die bekannte Kennlinien-Scherung berück- 
ichtigt werden. Siehe z. B. [10] Seite 77 und 78. 

2 Die Maßstäbe sind dabei so gewählt, daß einer Differenz 
ß in der Potentialkurve ein Faktor el in der Konzentrations- 
larstellung entspricht. Dann werden in den Gebieten, in denen 
30LTZMANN-Gleichgewicht herrscht, Potential- und Konzen- 
rationsverlauf kongruent bzw. spiegelbildlich kongruent 
B0] S. 77, vgl. auch Gl. (36) der vorliegenden Arbeit}. 

3 Die Beziehungen (30) bis (33) gelten nur für nı- >ni 
Zw. nn, > ni. Streng gilt z. B. im p-Gebiet 


1 RE I n} 
P,=gna +Y( 24.) J+n und on 
wie man mit Hilfe der Quasineutralitätsbeziehung ö 
p—n—nı =) 
ınd mit dem Massenwirkungsgesetz 
pn=n; 
rerifizieren kann. 
| 
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konstant 

dV 
Bei der zeichnerischen Darstellung in Abb. 3 ist ein 
symmetrischer p-i-n-Gleichrichter mit 


(34) 


N = Nn,- = 10°n 
angenommen worden. Die Diffusionsspannung V, 
wird in diesem Fall an beiden Übergängen gleich groß. 
Der Nullpunkt des Potentials ist so festgelegt worden, 
daß 
V,+o)=0 (35) 


wird. Der Nullpunkt der Ortskoordinate liegt in der 
Mitte des eigenleitenden Gebietes. Bei einer Breite 2 d 

Er ze zid 
10°. n; 


108: n; 


Ss 
> 


An 


a 


0.7; 


Konzentrationen JZ) U} 
S $: R 
% E88 


R 
x 
{=} 


Potential Ve) 
Ss 
3 


eigenleitendes Gebiet 


quasineutrale Mittelzome 


0 
Orfskoordinafe & 


Abb. 3. Der unbelastete p-i-n-Gleichrichter (schematisch). 
(n4-=Nnpn+ = 10% N;)- 


dieses Bereiches liegen also die Sprungstellen der Do- 
tierung beix = +d. 

Während die Dotierung eine räumliche Einteilung 
des p-i-n-Gleichrichters in 3 Gebiete, nämlich in 


das undotierte Mittelgebiet —d<ı<+d 

und 
die beiden hochdotierten Gebiete x <—d 
bzw. +d< 


erzeugt, wird bei Mitberücksichtigung der beweglichen 
Ladungsträger schon rein anschaulich (vgl. Abb. 3) 
eine Unterscheidung von 5 räumlichen Zonen nahe- 
gelegt, nämlich 
einer quasineutralen Mittelzone —d’ <x<+d 
der beiden quasineutralen hoch- 


dotierten Zonen x < — d* 
bzw. x > + d* 

und der beiden Übergangs- oder 

Raumladungszonen —dt <e<—d 
bzw. +d' <re<+d*. 


1 Siehe Fußnote ! auf S. 104. 
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Die Mittelzone und die hochdotierten Zonen sind im 
stromlosen Fall durch die Gln. (29) bis (35) vollständig 
beschrieben *. Die Raumladungsgebiete umfassen je- 
weils einen Teil des Mittelbereiches und eines hoch- 
dotierten Gebietes und sind im allgemeinen außeror- 
dentlich schmal, verglichen mit den Abmessungen der 
drei anderen Zonen. Wir werden sie in dem folgenden 
Paragraphen quantitativ behandeln. 

Schon rein anschaulich sieht man jedoch aus Abb. 3, 
daß in diesen Gebieten z. T. außerordentlich hohe 
Feldstärken und Diffusionsgradienten herrschen. Dies 
führt zu hohen lokalen Feld- und Diffusionsströmen, 
die sich im stromlosen Fall gegenseitig kompensieren 
müssen. Wie man an Hand der Abb. 3 ersieht, sind 
dabei die Feld- und Diffusionsströme gerade entgegen- 
gesetzt gerichtet und zwar sowohl bei den Elektronen 
wie bei den Defektelektronen. Die Vorgänge in diesen 
Raumladungszonen sind entscheidend durch dieses 
Gegeneinanderwirken von Feld- und Diffusionsströmen 
bestimmt. Dies führt, wie wir sehen werden, zu einer 
BOLTZMANN-Verteilung der Elektronen- und Defekt- 
elektronenkonzentrationen. Wir werden daher die 
Raumladungszonen auch als BOLTZMANN-Zonen be- 
zeichnen. 


2. Quantitative Behandlung. 


Wir wollen im folgenden stets mit einem überall 
auf gleicher Temperatur befindlichen Gleichrichter 
rechnen. Dann herrscht im stromlosen Fall thermi- 
sches Gleichgewicht und die Elektronen- bzw. Defekt- 
elektronen-Konzentrationen n(x) bzw. p(x) sind mit 
dem elektrostatischen Potential Y(xz) durch das so- 
genannte BOLTZMANNgesetz verknüpft: 


u | 


_r. IE 


Bei der qualitativen Beschreibung in Abschn. 1 sahen 
wir, daß tief im n-Gebiet n(x) = np+ und in der Mitte 
der Mittelzone n = n; ist. Berücksichtigen wir dies in 
(36), so erhalten wir für die Diffusionsspannung V, 
zwischen dem rechten n-Gebiet und der Mittelzone 

V= = 5 m (37) 
Weiter ist im thermischen Gleichgewicht die Neuer- 
zeugung gleich der Rekombination, so daß die Größe A 
in Gl. (24) verschwindet. Durch Einsetzen in die Gln. 
(23) und (24) sieht man, daß (36) diese beiden Funda- 
mentalgleichungen exakt erfüllt. Die dritte Funda- 
mentalgleichung, die Poıssoxsche Gleichung (25) lie- 
fert mit (36) zusammen eine Differentialgleichung für 
den Potentialverlauf V(x) . 


! Die Grenzen der Raumladungszonen d’ < d<.d* bzw. 
—d* <—d <—d’ sind in Abb.3 mit eingetragen. Dar- 
über, wie d’ festzulegen ist, vgl. man III Abschn. 2d und 
vor allem IV Abschn. 4. Die Lage der Grenzen + d* soll 
uns im folgenden nicht näher interessieren. Bei keiner unserer 
Überlegungen wird sie von Bedeutung werden. 

2 Die Unterscheidung von Raumladungszonen und quasi- 
neutralen Zonen hat allerdings im stromlosen Fall mehr 
formalen Charakter. Im unbelasteten Gleichrichter werden 
nämlich die quasineutralen Zonen und die Raumladungszonen 
durch eine einheitliche Gesetzmäßigkeit beherrscht, die aller- 
dings die Gl. (29) bis (33) als gute Näherungslösungen für die 
quasineutralen Zonen liefert. Die Aufteilung in Raumladungs- 
zonen und quasineutrale Zonen unterliegt daher hier einer 
gewissen Willkür (vgl. III Abschn. 2d). 
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Zeitschrift für 
angewandte Phy: 


a) Eigenleitendes Mittelgebiet x < + d (siehe Fu 
note }). 

Die in (36) freigelassenen Konstanten müssen hi 
im Mittelgebiet folgendermaßen festgelegt werden: 


Va) + V 

ae 
n(x) = n,e (3 
p(x) = n; e (3 


Weiter ist im Mittelgebiet n ,, — n,-—= 0 . Berücksie 
tigen wir schließlich noch (x) = — = Vz), 9 


nimmt die Poıssonsche Gleichung (25) folgende Ge 
stalt an: 


(40 


Durch Einsetzen und Ausdifferenzieren MN man 
daß 


Ye) = — Vp+%- In Got? ri (41 
V 2 Ri 
eine Lösung von (40) ist, wobei 
a = Integrationskonstante 
x = Di: — „DeBYE-Länge *“ der (42) 


eigenleitenden Mittelzone i 
ist. 

Zur Veranschaulichung dieser Lösung weisen wir 
darauf hin, daß (41) mit (38) und (39) folgende Kon- 
zentrationsverteilungen liefert: 


n(x) = n; Cot? (« SresE) (43) 
Für & — — oo wird: 
nN—R)=n, P—aXx)=n;, und V’(—o)=0 (45) 
und für = 2 x, wird: 
(Yes) =+@, PY2aia)=0. (46) 


Die Lösung (41) (43) (44) ist also geeignet, den Über- 
gang aus der quasineutralen Mittelzone in die rechte 
hochdotierte n-Zone darzustellen, wobei der Einfach- 
heit halber die Mittelzone nach links als unendlich aus- 
gedehnt angesehen wird. Die Integrationskonstante « 
gibt die Freiheit, den stetigen Anschluß an die Lösung 
im hochdotierten n-Gebiet herzustellen, mit deren Er- 
mittlung wir uns jetzt befassen werden. 


b) Hochdotiertes n-Gebit -d<x. 

Die in (36) freigelassenen Konstanten müssen im 
hochdotierten n-Gebiet folgendermaßen festgelegt 
werden: 


(47) 


ER (28) 
1 Wir beschränken uns wi en die Behandlung der rech- 


ten Raumladungszone bei x = 
? Siehe z. B. [10], Kap. v8 ss 8. 101. : 


am it nimmt die Poıssonsche Gleichung folgende Ge- 
alt an: 


4ne 


== — —* ((np+ + px) — n(2)) 


€ 


; 4rtenp: NT 
Be 


N D+ 


Vz) Vz) 
BEER i 


s wird sich zeigen, daß innerhalb des hochdotierten 
ebietes |V(x)| < W bleibt. Wenn wir also in der 
Xlammer das zweite, die Raumladung der Defekt- 
lektronen repräsentierende Glied weglassen, begehen 


(49) 


ir eine Vernachlässigung der Ordnung IR j N 
D+ 


'egen 1. Wir erhalten somit 
ve 


re ® tg 
eine )» (50) 
vobei 
E: e® __ DeBve-Länge des hoch- (51) 
on Y Arnenp+ dotierten n-Gebietes 


st. Da die vollständige Lösung der Differentialglei- 
shung (50) eine mit bekannten Transzendenten nicht 
ausführbare Quadratur enthält, begnügen wir uns mit 
‘olgendem intermediären Integral: 


V 
Ir. ları Buell 
eier) 


dessen Richtigkeit man durch Ausdifferenzieren be- 
stätigen kann. Die Integrationskonstante ist dabei so 


gewählt, daß für V—=0 auch — — (0 wird. Hierzu 
ist man gezwungen, weil tief im Innern des n-Materials 


die Feldstärke — und dort in 


Abschn. 1 willkürlich V = 0 gesetzt wurde. 


Wir haben schon erwähnt, daß die Absenkung des 
Potentialverlaufs im hochdotierten Gebiet kleiner als 
% bleibt. Damit wird der ganze Potentialverlauf dort 
uninteressant. Deshalb können wir uns mit dem inter- 
mediären Integral (52) begnügen, das wir andererseits 
brauchen, um in (41) die Integrationskonstante a zu 
bestimmen und zwar durch die Forderung des stetigen 
Anschlusses von Potential und Potentialgradient bei 
= -+d. 


verschwindet, 


c) Der stetige Anschluß von V (x) und V’(x) bei x = +d. 
Vom linken eigenleitenden Gebiet her, also aus der 
Gl. (41) folgt mit der Abkürzung 


d 


ld — — == (53) 
V2 zo 
für die Grenze = +d 
V(d) = — Vpn + ® In Cot?b (54) 
vd= (55) 


V2 x, Sin2b' 
Andererseits sind im rechten hochdotierten Gebiet 


Potential und Potentialgradient durch (52) verknüpft, 
was für die Grenze x = + d auf 


(a) 

7 B.._Vıd 

> 3, V’(d)? — W ( Bei ao ı) (56) 
führt. Die Ausdrücke (54) und (55) in (56) eingesetzt, 
ergeben folgende Bestimmungsgleichung für die Inte- 
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grationskonstante b: 
22 1 Er YD 1% 
SELF 8 D 
- zB; Sin? 25 =:o Ent? b + R zw In Ent? b en; 
Es wird sich nun zeigen, daß 
n; \V/2 5 
= A lie, 
b= 0 il )- 3:109<1 (siehe Fußnote !), (58) 
wird. Deshalb sind die Näherungen 
Sin2d=-25 Cotb=- (59) 


angebracht und aus (57) wird mit weiterer Hinzuzie- 
hung von (42), (51) und (37) 


NR 
N.D- 4b? x ND+ 


n,\U2 12 
b — (— 26 a 
ND+ 


(41), (53) und (60) ergeben jetzt für den Potentialver- 
lauf im Mittelgebiet 


YKx)=—Vp+% ihn Suter eh Br ") 


Y Toi ND+ 


1 np: 1 
oder 


(60) 


(61) 
Die Gleichungen (43) und (44) für die Konzentrations- 
verteilungen gehen mit (60) und (53) über in 


n(x) = n;, Got? (er +[ 3 \e") (62) 


V2 %opi 27 


Fer 1/2 1/2) 
n ER ee Em non 
ee) 
d) Diskussion. 


Wir haben im Absatz a) bereits bemerkt, daß die 
Verhältnisse in der Mitte des eigenleitenden Gebietes 
durch x — — 0 geschildert werden. Aus (61) bis (63) 
folgt hierfür 


(63) 


Mais —Vn 


n(x)— nn 


Von diesen Werten aus sinkt die p-Kurve nach rechts 
langsam ab und steigen die V- und die n-Kurven zu- 
nächst sehrlangsam an, um dann in der Nähe der Grenze 
x = + din einen sehr raschen Abfall bzw. Anstieg 
überzugehen (siehe Abb. 4). Ohne den Summanden 
‚ \1/2 

) Feu2 im Argument der hyperbolischen Funk- 
Kar 

tionen würde 


>09, V>o und now 
bei@— + deintreten. Da aber wegen dieses Summan- 
den die drei Kurven etwas nach rechts verschoben 


sind, wird bei 2 = +d folgender Potentialwert 


erreicht: 
. \1/2 

RE E Got: (1) ei) » (64) 
+ 

was mit Berücksichtigung von (58) und (59) 

„,+d=—V,+®B In "Dt + Bine 
und weiter mit (37) 
VK+d=—% (65) 


1 Das Lanpausche Symbol O(a) bedeutet hier und im 
folgenden „von der Ordnung a“. 
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bzw. 
n(+d)=nye! (66) 
und schließlich 
n’ 
p(+d) = ee (67) 
gibt. Fast der ganze a Vp=®P- In z 


der viele 3 umfaßt, fällt also im eigenleitenden Mittel- 
gebiet ab, während der Potentialunterschied inner- 
halb des hochdotierten n-Gebietes nur 1 B beträgt und 
zwar bei großen Dotierungen n,. > n;, praktisch un- 
abhängig von der Dotierung n7;. 

Die Breite der Übergangszone, in der p(x) , n(x) 
und V(x) nennenswerte Änderungen erfahren, wird im 
eigenleitenden Gebiet durch die Dr velänge X; be- 
stimmt. Für Germanium (e = 16, n, = 2- 1013 cm?) 
wird 


x; =1:102cm. (68) 


v4 ed Non; 
ve x NS 20°. Ni ‘= 
NLE)-TUX) +. 
Y 7% *.n; na) a 
/ 10: ni I or 
0% — 
Dar N 
N | 
R 
-69- I 
Yalı 9? | 
| 8-8 | 
-115:8 | 
2=+d Ierd_ 
Orfskoordinate & Ortskoordinafe & 
K— Br 
2» dor 
Abb.4. Konzentrationsverteilungen und Potentialverlauf im unbelasteten 


p-i-n-Gleichrichter (rechte Übergangszone) (np+ = 10° N. 2; = lu). 


%o; Ist also sehr klein gegenüber der Breite des Mittel- 
gebietes 2d = 10? cm...10-1cm. 

Das bedeutet also, daß sich der Übergang von den 
Randwerten zu den Gleichgewichtskonzentrationen im 
Mittelgebiet in einem Bereich vollzieht, der sehr 
schmal gegenüber der Breite des Mittelgebietes ist 
(Abb. 4). 

Im hochdotierten n-Material wird entsprechend der 
Konzentrations- und der Potentialverlauf durch die 
DeEBYE-Länge x,, bestimmt. Wegen n,. >n; gilt 
nach (42) und (51): 

Ton < Roi: 


Die Potentialabsenkung in dem hochdotierten n-Ge- 
biet ist also nicht nur in der Höhe sehr gering gegenüber 
dem Potentialabfall in der Mittelzone, sondern das 
gleiche gilt auch für die räumlichen Ausdehnungen. 
Dies ist der Grund, weshalb die Potentialabsenkung im 
n-Gebiet in der Abb. 4 links nicht dargestellt werden 
kann, obwohl ein Potentialunterschied 1 durchaus 
zeichnerisch erfaßbar wäre. Dieser Abfall um 1 3 tritt 
nämlich innerhalb einiger Längen x,,=>10°cm ein und 
führt daher in der linken Zeichnung zu diesem prak- 
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Zeitschrift " 


tisch rechteckigen Abknicken des Potentialverla Bi 
an der Grenzex = +d. 

Insgesamt geht aus dem bisher Gesagten wohl eif 
deutig die Berechtigung der in Abschn. 1 besprochendff 
räumlichen Auftrennung des p-i-n-Gleichrichters 
zwei hochdotierte Zonen, eine breite quasineutra 
Mittelzone und zwei vergleichsweise dazu schma 
Raumladungszonen hervor. Als Maß für die Erfüllun 
der Quasineutralitätsforderung in der Mittelzone wi 
man dabei wohl das Verhältnis Ze wählen un 


die Grenzen (—d’, + d’) der Quasi-Neutralitätszon 
durch die Forderung 
Ma) — play DEAAlZF (6 

N; N; 
definieren. Welchen Wert man dabei im einzelnen fürd 
vorschreibt, ist für die Begrenzung der Quasi-Neutrali 
tätszone nicht entscheidend, da |p — n| zur Mitte des 
eigenleitenden Bereiches hin außerordentlich rasch ab 
nimmt (Abb. 4). So ist z.B. für d = 1 der Abstand 
d—d' = 1,5 u, während bei der sehr viel schärferen 
Forderung ö = 10°5 der Abstand d—d’ auch erst 
etwa 10 u wird!. 

Abschließend sei noch darauf hingewiesen, daß 
Gl. (65) zusammen mit (56) für die Randfeldstärke E(d) 
den Wert: 


E(d) = — V’(d )=-— 2 yeir Den 


Ton 


BE 22 © Ton 
ergibt. 


&(d) wird also durch die Dotierung der hochdotier- 
ten Bereiche bestimmt. Für eine Dotierung von z.B. 
Nn, = 2 1018 em”? wird &,„ = 3 10” cm und 


&(d) = —7 - 10! Volt em!. (71) 


Wir erwähnten soeben, daß die Randfeldstärke &(d) 
nur die Dotierung n,+ enthält. Das Gleiche gilt aber 
nicht nur für die Anfangstangente, sondern für den 
ganzen Potentialverlauf im hochdotierten Gebiet. 
Ebenso sind schließlich die Elektronenkonzentration 
n(x), die Baumladımasdiehlen e(«) = ern. — n(e)) 


(70) 


und die gesamte an > ‚@ (x) de im hoch- 


dotierten Gebiet von n; Hang Da die gesamte 
Raumladung im eigenleitenden Gebiet gleich der im 
hochdotierten Gebiet sein muß ?, gilt die Unabhängig- 
keit von n; schließlich auch für die gesamte Raum- 
ladung im eigenleitenden Gebiet. Das alles mag auf 
den ersten Blick etwas befremden. Denn der insgesamt 


+ 
aufzubauende Potentialunterschied V) = ®In - 


hängt ja sehr wohl von n, ab. Der scheinbare Wider- 
spruch läßt sich durch die Bemerkung aufklären, daß 
mit der gleichen Gesamtraumladung ganz verschiedene 
Potentialdifferenzen aufgebaut werden können, je 
nachdem ob die Ladung auf engem Raum oder über 
große Strecken diffus verteilt wird. Die Gesamtladung 


+d 
im undotierten Gebiet wird durch [ o(x) dx gemes- 


1 Siehe Fußnote 2 auf Seite 104. 

2 Es handelt sich hier um eine diffuse Doppelschicht, die 
aber in toto neutral sein muß, damit V’(— »o) = V’(+ ©) 
ist. Beide Gradienten müssen im Rahmen der vorgenomme- 
nen Näherungen nämlich verschwinden. 
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also in einem o, x-Diagramm durch die Fläche; die 
t gegenüber dem Punkt x = + d aufgebaute Po- 
ialdifferenz V(— 00) — V(+d) ist jedoch durch 
4n 


. j (2 —.d) o(x) dx, also bis auf den Faktor 


+d +.d 
ich das Moment dieser Fläche [ o(x) dx gegenüber 


Achse x = d bestimmt !. 

' Im übrigen treten die erwähnten Unabhängigkeiten 

an n, alle erst im Grenzfalln,, >n; ein. Freilich lie- 
eine Berücksichtigung der nächsten Ordnung bei 

näherungsweisen Auflösung von (57) für die Rand- 


1 8. hierzu vielleicht [14], namentlich $ 2. 
Als Potentialdifferenz zwischen einer im endlichen ge- 
genen Grenze der BOLTZMANN-Zone bei x = d’ und der Do- 
Srungsgrenze bei x —=d erhält man durch Integration der 
Oıssonschen Gleichung allgemein 

z=0' 
ee, 4 , , 
1a) va = + j (© —d) (a) de + Ed) (d—d). 
' s=d : 
[Man prüft diese Gleichung am besten durch Differentia- 
on nach d’ unter Benutzung von V’(d’) = — &(d’) und 


4 
on ne o(d’) = €’(d’) (Poıssonsche Gleichung).] 


Im unbelasteten Gleichrichter und bei dem im folgenden 
‚ap. IV behandelten Fall der Durchlaßbelastung und schwa- 
hen Sperrbelastung ist der lineare Anteil &(d’) (d — d’) 
egen &(d’) x E&(— ©) = 0 bedeutungslos. Im Fall hoher 
perrbelastung (Kap. V) wird er aber wichtig werden. Die 
ben angestellten Überlegungen gelten dann nicht mehr. 
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feldstärke 


ld) = 28 


e Xon 


= ), (72) 


ND+ 


(1 — (e—1)- 

so daß das Korrekturglied bei den praktisch vorliegen- 

den Werten en < 10-3» - - 107° gar nichts mehr aus- 
D+ 


macht. (Fortsetzung folgt in Heft 3, 1955). 
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Fünfer, E.und H,Neuert: Zählrohre und Szintillations- 
ihler. Karlsruhe: Braun 1954, 273 S., 173 Abb. u. 27 Ta- 
llen. Geb. DM 29.60. 


Die Zählmethoden für Teilchen- und Photonenstrahlungen 
on radioaktiven Substanzen haben über die Physik hinaus 
ıch in anderen Wissenschaften wie Medizin, Biologie, Chemie, 
eologie usw. und in der Technik allgemeines Interesse er- 
ngt. Die Verfasser haben es mit bestem Erfolg unternom- 
en, eine möglichst vollständige und systematische Darstel- 
ing des Entwicklungsstandes dieser Methoden und einen kri- 
schen Überblick über die ungemein umfangreiche Original 
eratur zu geben. Sie bringen zunächst einen kurzen hi 
schen Überblick und erläutern dann bis ins Einzelne 


s folgen Abschnitte über die Technik der Her 
ählrohren, über die Gasfüllungen und über/dj 
hiedensten Zwecke gebräuchlichen Zäh typen, insbe- 
indere auch über Neutronenzähler. Weiteg#in werden, unter- 
ützt durch zahlreiche Tabellen und Diagramme wichtige 
nterlagen gegeben über Zählstatistik für gewöhnliche und 
oinzidenzmessungen, über die Wechselwirkungen der Strah- 
n mit Materie, über die Physik der Gasentladungen, über 
trahlungs- und Strahlungsdosis-Einheiten. Zum Abschluß 
ird eine Auswahl der bekanntesten Elektronen-Röhren- 
chaltungen besprochen, welche in Verbindung mit den Zählern 
ir die verschiedensten Zwecke entwickelt worden sind. So- 
eit wie möglich ist dabei die Dimensionierung der Schalt- 
emente angegeben, um den Nachbau zu erleichtern. 
Zahlreiche Zitate im Text und Literatur-Zusammenstel- 
ıngen am Ende jedes Abschnittes zeigen den Weg zu den 
riginalarbeiten. Die Monographie füllt eine bisher in der 
sutschen wissenschaftlichen Literatur bestehende Lücke aus 
nd wird sicher von vielen, die an radioaktiven Messungen 
teressiert sind, dankbar begrüßt werden. H. EwALD. 


llung von 
für die ver- 


. 


Neubert, U.: Elektrostatik in der Technik. 194 8. u. 
168 Abb. München: R. Oldenbourg 1954. Brosch. DM 19.80, 
geb. DM 24.—. 

Bei dem vorliegenden Buch handelt es sich um,si 
auflage eines 1942 im gleichen Verlag erschigmehen Werkes 
über „Elektrostatische Generatoren‘ vo . NEUBERT. Da 
eneratoren und ihre 


ungen seit 1942 wesentli 
ngen vorgenommen worden, 
T gefaßten Titel zum Ausdruck 
kommen soll. 

Der Verfasser briaßt zunächst in Kap.l eine systematische 
Einführung in ‚die elektrostatischen Grundgesetze und in 
Kap. 2 die entsfrechenden Meßmethoden, wobei ausführlich 
die Potentialwaage, das Multizellularvoltmeter, das Ro- 
tations- und Schwingvoltmeter besprochen werden. Weitere 
Methoden, wie etwa Elektronenbeugung und Ablenkung von 
Teilchen im Magnetfeld werden kurz erwähnt. Im 3. Kapitel 
werden die älteren elektrostatischen Scheibengeneratoren 
behandelt, z. B. die Ausführungen von WOMMELSDORF, 
Horrz und ToErLER. Die modernen Weiterentwicklungen 
dieser Maschinen, die zum wesentlichen Teil der Schule von 
KossEL zu verdanken ist, findet man in Kapitel 6, wobei 
natürlich die Fortschritte der jüngsten Zeit nicht mehr be- 
rücksichtigt werden konnten. 

Entsprechend der Bedeutung, die der Bandgenerator 
heute insbesondere in der Kernphysik einnimmt, ist diesem 
Thema ein breiter Raum gewidmet. Kapitel 4 bringt eine 
ausführliche Einführung in die Grundprinzipien. Es werden 
die Fragen der erreichbaren Spannung, der Beladungsdichte 
des Bandes, die Verbesserung durch Erhöhung des Drucks 
bzw. durch Verwendung spezieller Gase diskutiert. Man 
findet dort auch genauere Angaben über die Möglichkeiten 
zur Spannungskonstanthaltung, was ja gerade in der Kern- 
physik von großer Wichtigkeit ist. Kurz erwähnt sind 
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auch Staubgenerator und Generator mit Kondensator- 
band. 

Nur kurz angedeutet werden in Kapitel 5 Aufbau von 
Entladungsrohren und Anwendungsmöglichkeiten der Band- 
generatoren. In sehr konzentrierter Form bringt dann Ka- 
pitel 7 einen Überblick über technische Anwendungen mo- 
derner Rotor- und Scheibenmaschinen. Von den im Unter- 
titel des Buches genannten 3 Themen ‚Geräte, Maschinen, 
Anwendungen“, sind die Anwendungen vielleicht etwas zu 
kurz gekommen. Ausführlich behandelt werden dagegen im 
Anhang (Kapitel 8) alle wesentlichen Ausführungsformen 
von Bandgeneratoren. 

Alle, die sich mit dem Bau und der Anwendung elektro- 
statischer Generatoren beschäftigen, werden dem Verfasser 
dankbar sein, daß er aus der großen Zahl von einzelnen Ver- 
öffentlichungen und aus seinen eigenen praktischen Er- 
fahrungen in der Entwicklung und im Bau dieser Geräte eine 
so übersichtliche und klare Zusammenfassung gegeben hat. 

EwALD FÜNFER. 


Krbek, F.v.: Grundzüge der Mechanik, Lehren von 
Newton, Einstein, Schrödinger. Leipzig: Akademische Ver- 
lagsgesellschaft Geest & Portig K.-G. 1954. 184 S. u. 3 Abb. 
Geb. DM 15.—. 


Es handelt sich um ein äußerst knapp gehaltenes Lehr- 
buch der nichtrelativistischen und der relativistischen klassi- 
schen Mechanik und der nichtrelativistischen Wellen- 
mechanik, die nacheinander auf je 30 bis 40 Seiten dar- 
gestellt werden. Besonderer Wert wird auf die Begriffs- 
bildung und den logischen und axiomatischen Aufbau der 
Mechanik gelegt. wodurch die Unterschiede in den Grund- 
lagen der 3 Disziplinen besonders deutlich gemacht werden. 
Die Darstellung ist sehr eigenwillig und weicht vielfach voı 
üblichen ab. 

Auf diese systematischen Teile folgt, etwa ein Vi kl 
des Buches einnehmend, eine „historisch-kritische Sghau“. 
Hier schildert der Verfasser an Hand von zahlreichen teil- 
weise recht umfangreichen Zitaten aus der histori 
modernen Literatur die Entwicklung der\mech 
griffe, Axiome und Prinzipien und begründe 
in den vorangegangenen Text aufgenommen. 
und Ableitungen in denjenigen Fällen, i 
herigen Literatur keine Übereinstimmung‘ besteht oder der 
Verfasser Verbesserungen oder Ergänzungen für notwendig 
hält. Wenn auch der Referent nicht in allen Fällen den 
Argumenten des Verfassers folgen kann, so ist diese historisch 
kritische Schau doch von hohem Interesse, da sie fast als 
eine bis zur Gegenwart reichende Geschichte und Kritik der 
Grundprinzipien der Mechanik angesehen werden kann. 

Überhaupt sieht der Referent den Hauptwert des Buches 
in dieser seiner kritischen Einstellung. Es ist daher — auch 
schon seiner Kürze wegen — weniger dem Anfänger als Lehr- 
buch als dem Fortgeschrittenen zu empfehlen, der sich für 
die historische Entwicklung und für die Strenge der grund- 
legenden Definitionen und Ableitungen der Mechanik in- 


teressiert. G. HETTNER. 
Hund, F.: Materie als Feld. Berlin-Göttingen-Heidelberg 
Springer 1954. 418 S. u. 40 Abb. Ganzl. DM 52.—. 


Das vorliegende Buch bietet eing umfassende Übersicht 
über die Quantentheorie der Wellefifelder, wobei vor allem 
das Wellenbild der Materie behaytdlelt wird. Der Verfasser 
stellt zunächst klar heraus, wieviel schon eine klassische 
Feldtheorie zu leisten vermag uytl welche Züge erst durch die 
Quantisierung hinzukommen. Dementsprechend ist der Auf- 
bau des Buches rein indukffv — im Gegensatz etwa zu 
WENTZEGS ‚„,Quantentheoriefler Wellenfelder‘‘. Stets werden 
die Wege aufgezeigt, auf d@nen sich die gewünschten Eigen- 
schaften (Atomismus, Ladung, Spin) ergeben, wobei die 
originelle Darstellung viele eigene Gedankengänge erkennen 
läßt. So wird man vor allem die späteren Kapitel (z. B. 
Quantentheorie der Mechanismen; Allgemeine Feldtheorie; 
Verknüpfung von Materiearten) mit h hem Genusse lesen 
und dabei einen ausgezeichneten Einblick in die Methoden 
der Theorie gewinnen. Dagegen birgt der einleitende Teil, 
der einen Abriß der klassischen Feldtheorien und der ge- 
wöhnlichen Quantenmechanik bringt, infolge seiner Weit- 
läufigkeit v.elleicht die Gefahr in sich, daß der Anfänger er- 


Buchbesprechungen. 


müdet, bevor er zum wesentlichen vorgedrungen ist. And 
rerseits würde es wohl mancher begrüßen, wenn in ein 
Werke dieses Umfangs auch die Divergenzschwierigkeit 
und die Versuche ihrer Behebung (Renormierung) behand 
würden. Diese Bemerkungen sollen jedoch den Wert € 
Buches in keiner Weise schmälern. Jeder, der sich mit diese 
modernen Gebiete der Physik beschäftigt, wird ausihm reie 
Belehrung und eine Fülle von Anregungen empfangen. 


Kaufmann, W.: Technische Hydro- und Aeromechani 
Berlin -Göttingen- Heidelberg: Springer 1954. 352 S. ur 
254 Abb. Geb. DM 36.—. | 


Das 1931 und 1934 erschienene Lehrbuch des Verfasse 
„Angewandte Hyarodynamik‘‘ ist seit langem vergriffe 
Angesichts der großen Fortschritte, die die Strömungsleh 
seit dem Erscheinen dieses Buches gemacht hat, hat der Ve 
fasser nicht eine neue Auflage herausgegeben, sondern d 
jetzt vorliegende neue Buch geschrieben, in das allerdin; 
wesentliche Teile der „Angewandten Hydroe@ynamik‘ übe 
nommen sind. 

Auf einen kurzen Abschnitt über dfe Eigenschaften d 
Flüssigkeiten und Gase folgt die Hydfo- oder Aerostatik ur 
dann, den wesentlichen Tejl des#Buches einnehmend, d 
Hydro- oder Aerodynamik. eser Abschnitt zerfällt 
folgende Teile: Eindime iopdle Strömung inkompressibl 
Flüssigkeiten ohne und mif#Berücksichtigung der Zähigke 
das entsprechende für 2 whd 3-dimensionale Strömungen, uı 
schließlich die Gasdynamik, d. h. die Dynamik kompressibl 
Flüssigkeiten. Jeder Teilabschnitt bringt zunächst die a 
gemeine Theorie und dann einige Anwendungsbeispiel 
Während aber die Abschnitte über inkompressible Flüssi 
keiten die grundlegenden Gedankengänge einigermaßk 
vollständig enthalten, konnte der Verfasser von dem groß« 
neuen Gebiet der Gasdynamik nur einen gewissen Au 
schnitt bringen, der dem Leser wenigstens in den einfacher: 
Fällen die Eigentümlichkeiten der Unter- und Überscha. 
strömungen von Gasen vor Augen führt. 

Die Darstellung ist überall ausführlich und elements 
Der Aufwand an Mathematik beschränkt sich im wesen 
lichen auf Infinitesimalrechnung und die elementar. 
Funktionen. Von der Vektoranalysis wird nur sehr sparsa 
Gebrauch gemacht, die Ableitungen erfolgen oft in Koorc 
naten auch da, wo vielleicht die Vektoıschreibweise selh 
für den Anfänger die Übersichtlichkeit erhöht hätte. 

So ist ein für Studierende der Physik und der Techn 
leicht verständliches und recht umfassendes Lehrbuch er 
standen, das auch dem fertigen Ingenieur mit Hilfe der zal 
reich zitierten Literatur bei der Lösung spezieller Aufgabı 
den Weg zu weisen geeignet ist. HETTNER. 


Flügge, J.: 
Grundgrößen. Karlsruhe: Verlag ©. Braun 195 
u. 147 Abb. DM 24.—. 


In diesem Buch wird die Messung der 


Begriffes „technisches“ Messen i 
gesagt ist, versteht sich für jede wissenschaftliche Messu: 
von selbst. Von den einleitefiden Kapiteln ist das über d 
Eigenschaften des Auges, dfe man sonst nur selten übersich 
lich zusammengestellt fjAädet, besonders wertvoll. Bei d 
kurzen Darstellung def Gesetze der geometrischen Opt 
wird die fundamentäle Beziehung zwischen Winkelgrö 
unendlich ferner Dinge und Bildgröße, die erfahrungsgemi 
dem Verständnis die größten Schwierigkeiten bereitet, n 
am Rande erwähnt und mit der Sinus-Bedingung für u 
endliche ferne Objekte verquickt. In den eigentlich me 
technischen Kapiteln sind die klassischen Meßmethcden v« 
Krümmungsradien, Keilwinkeln, Brechzahlen, Brennweit 
und Pupillen usf. gründlich und klar dargestellt. Das Bu 
beschänkt sich aber auf die Grundstufe: Messungen v« 
Linsenfehlern, Lichtdurchlässigkeit, Streulicht, Kontra 
usf. liegen außerhalb des Rahmens. Es wäre zu wünsche 
daß diesen Fragen ein 2. Band gewidmet würde. Für d 
Grundstufe ist das Werk ein vreieige Hilfsbuch d 
optischen Meßtechnik. G. Joo8. 


